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Abstrakt

ALENA HUPCEJOVA: Pravdepodobnostné rozdelenia v poistnej matematike.
Univerzita Mateja Bela v Banskej Bystrici, Fakulta prirodnych vied,
Katedra matematiky.

Vedici prace: Vladimir épitalsky

Bakaléarska praca. Banska Bystrica, 2011. 70 stran.

Praca popisuje vybrané rozdelenia pravdepodobnosti, nachadzajice uplatnenie v
poistnej matematike pri modelovani poc¢tu a vysky nérokov. Pre kazdu distribuciu sa v
praci odvodené jej zékladné charakteristiky: stredna hodnota, rozptyl a Sikmost. Vac-
Sinou st vzorce odvodené dvoma spésobmi: jednak priamo na zaklade definicie, jednak
pomocou momentovej ¢i kumulantovej vytvarajucej funkcie. Pre kazdé rozdelenie sme
znazornili prislusni pravdepodobnostni funkciu alebo hustotu pre roézne hodnoty pa-

rametrov.

Abstract

ALENA HUPCEJOVA: Probability distributions in insurance mathematics.
Matej Bel University in Banska Bystrica, Faculty of Natural Sciences,
Department of Mathematics.

Supervisor: Vladimir Spitalsky

Bachelor Thesis. Banska Bystrica, 2011. 70 pages.

This work deals with selected probability distributions which can be used in actu-
arial mathematics for modelling number and size of claims. For each of the distributions
we derive its basic characteristics lika mean, variance and skewness. Often we compare
derivation based on the definition of the characteristics with another one using mo-
ment (cumulant) generating functions. For every distribution we plot its probability

mass function or density function for different values of parameters.
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Uvod

Poistna matematika ma svoje vyuzitie pri odhade typu rozdelenia idajov zozberanych
poistoviiou za urcité obdobie. Poznat spravne rozdelenie je velmi dolezité preto, aby
sme mohli ¢o najpresnejsie odhadnut budtuce plnenia poistovne. Tato ¢innost zohréva
podstatnu ulohu pri stanoveni vysky poistného, ¢o moéze vyrazne ovplyvnit existenciu
danej institicie z dovodu zlej predikcie potrebného imania.

Praca s nazvom Pravdepodobnostné rozdelenia v poistnej matematike obsahuje
prehlad vybranych rozdeleni vyuziteInych v poistovnictve. Praca popisuje pouZitie
jednotlivych rozdeleni a vyjadrenia ich prislusnych charakteristik. Odvodenia charakte-
ristik sme realizovali hlavne pomocou momentovej/kumulantovej vytvéarajicej funkcie,
pricom sme ¢asto uviedli aj "klasicky"spdsob odvodenia. Snazili sme sa uprednostnit
prehladnost na tkor strucnosti.

Pracu sme rozdelili do troch kapitol. V prvej kapitole sme uviedli zékladné definicie
a vztahy, z ktorych sme v tejto praci vychadzali.

Druhé kapitola obsahuje diskrétne rozdelenia, ktoré mozno vyuzit na modelovanie
poctu poistnych plneni ako je alternativne (Bernoulliho) rozdelenie, binomické, Pois-
sonovo rozdelenie, geometrické a negativne binomické rozdelenie. Pri kazdom z tychto
rozdeleni sme uviedli ich stru¢ny popis a odvodenie ich charakteristik. V zévere kaz-
dého rozdelenia sme graficky znazornili zavislost tvaru rozdelenia (pravdepodobnostne;
funkcie, resp. hustoty) od hodnét prislusnych parametrov; vSetky grafy boli vytvorené
v Statistickom programe R.

V tretej kapitole sme popisali spojité rozdelenia ako je normélne rozdelenie, rovno-
merné, Paretovo rozdelenie, exponencialne a nakoniec gamma rozdelenie. Tie st vhodné
pri modelovani vysky jednotlivych, resp. celkovych poistnych plneni poistovne. Struk-

tara textu je analogickd ako v druhej kapitole.



Kapitola 1

Uvod do teérie pravdepodobnosti

V tejto kapitole uvedieme zakladné pojmy teérie pravdepodobnosti, ktoré budeme v
praci vyuzivat. Dolezité pojmy zavedieme pomocou definicii a ich prislusné vlastnosti
uvedieme vo vetach. Ich dokazy nebudeme uvadzat, ¢itatel ich moze najst napriklad v
praci étépz’ma a Zvaru .

1.1 Pravdepodobnost

Pojem pravdepodobnost si m6zeme predstavit ako zobrazenie, ktoré priradi vysledkom
ndhodného pokusu reélne ¢isla z intervalu (0, 1), t.j. ich prislugné pravdepodobnosti.
Teraz uvedieme axiomaticku definiciu pravdepodobnosti, aby sme si urcili presne,

¢o dany pojem predstavuje, a tak predisli pripadnym nezrovnalostiam.

Definicia 1.1 Nech ) je neprdzdna mnoZina a S je o-algebra ndhodnijch javov defi-
novanych na Q. Pravdepodobnostou nazjvame redlnu funkciu P : S — (0,1) takeé,
Ze pre VA € S, pre ¥V disjunktné A, Ay, Ao, ... plati:

P(4) > 0 (1.1)
pPQ) = 1 (1.2)

P(OAZ) - iP(Ai). (1.3)

Trojicu (2, S, P) nazgvame pravdepodobnostny priestor.

Tuto definiciu zaviedol Kolmogorov v roku 1933, ¢im prvy krat urcil vlastnosti
pravdepodobnosti v8eobecne, kedZe pravdepodobnost vyjadril ako mieru na o-algebre.
Pred jej zavedenim boli zavedené definicie (Statisticka-klasicka, geometrickd) popisujuce

len $pecialne pripady axiomatickej definicie.



1.2 Nahodna premennéa

Nahodni premenni X mozno definovat ako meratelni redlnu funkciu definovani na
Q.

Definicia 1.2 Majme pravdepodobnostny priestor (2, S, P). Redlna funkcia X defino-

vand na §2, pre ktord plati
r€R= X"!((—o0,7)) €S,
sa nazyva nahodnd premennd.

Poznamka 1.3 MnozZinovd funkcia Px : § — sa nazjva rozdelenie pravdepodob-

nosti ndhodnej premennej X.

1.2.1 Distribuc¢na funkcia

Definicia 1.4 Nech X je ndhodnd premennd. Distribuc¢nd funkcia X je funkcia

Fx : X — R, pre ktoru plat?
Fx(z) = P([X < z]). (1.4)

Veta 1.5 Distribucnd funkcia Fx je redlna funkcia, ktord je
(a) sprava spojitd
(b) neklesajica
(c) a v limitnygch pripadoch nadobida takéto hodnoty:
lim Fy(z) =0

T—r—00

lim Fy(z) =1.

T—00
KazZdd funkcia s tymito vlastnostami je distribucnou funkciou nejakej ndhodnej pre-

mennej.

Najcastejsie sa stretavame s:

- diskrétne rozdelenie - premenné nadobida iba hodnoty zo spocitatelnej mnoziny

L1, T2y -

- spojité rozdelenie - vid definiciu [1.6



Definicia 1.6 Ndhodnd premennd X md spojité rozdelenie, ak existuje nezdpornd fun-

kcia fx : X — R, pre ktori plati
Fy(z) = / Fe(®)dt,  pre kasdé z € R. (15)

Funkciu fx nazjvame hustota pravdepodobnosti ndihodnej premennej X.

Veta 1.7 Nech F je distribucnd funkcia spojitej ndhodnej premenne; X, fx je jej
hustota pravdepodobnosti a a,b € R, pricom a < b. Potom

fx >0 (1.6)
/fX(t)dt: | (1.7)

/fX(t)dt _ Fy(a) — Fx(b). (1.8)

1.2.2 Stredna hodnota

Jednou zo zakladnych charakteristik polohy ndhodnej premennej je strednd hodnota.

Intuitivne by sme ju mohli prirovnat k priemeru hodnét ndhodnej premenne;j.

Definicia 1.8 Strednou hodnotou ndhodnej premennej X nazgvame cislo (ak existuje)

o0

B(X) = / - dFx(z). (1.9)

—0o0

Veta 1.9 Nech ndhodnd premennd md stredni hodnotu. Potom plati

a) Ak X je diskrétna a nadobida hodnoty x1,xo,- - s pravdepodobnostami py, pa, - - -,
tak

E(X) :Zn:xi'pi. (1.10)

b) Ak X je spojitd, tak

o0

E(X) = /xf(x)dx (1.11)

—0o0

Teda napriklad, ak X je degenerovana nahodné premenna (t.j. X nadobuda jedint
hodnotu 1), tak F(X) = x;.



Veta 1.10 Nech X je ndhodnd premennd, ktorej strednd hodnota existuje. Nech a,b €
R. Potom plati:
E(a4+0bX)=a+bE(X). (1.12)

Veta 1.11 Nech X je ndhodnd premennd a g : R — R je borelovskd funkcia. Potom

oo

E(9(X) = [ g(o)- Fx(o) (113

—0o0

gpecm’lne, ak X je diskrétna resp. spojitd, tak
E(X) =) g(x)- fx(x),

resp.

1.2.3 Rozptyl

Rozptyl je charakteristikou variability, ¢ize vyjadruje mieru nahodného kolisania hod-

not nahodnej premennej okolo jej strednej hodnoty.

Definicia 1.12 Nech X je ndhodnd premennd s E (X?) < oo. Potom hodnotu
D(X) = E(X — B(X))? (1.14)

nazgvame rozptylom (disperziou, varianciou) ndhodnej premennej. Odmocninu z rozp-

tylu nazgvame Standardnd odchylka:

Veta 1.13 Pre rozptyl plati
D(X)=FE (X?) - E*(X). (1.15)

Veta 1.14 Nech X je nahodnd premennd, ktorej rozptyl existuje. Nech a,b € R. Potom
plati:
D(a+bX) = b*D(X). (1.16)

1.2.4 Koeficient Sikmosti

Tato charakteristika vyjadruje asymetrickost rozdelenia. Rozlisujeme Tavostranné zo-

sikmenie (7(X) > 0) a pravostranné zoSikmenie (y(X) < 0).
10



Predtym ako uvedieme jeho definiciu vysvetlime pojem centralny moment. Vse-

obecné zavedenie pojmu moment je v nasledujicej podkapitole (kap. .

Definicia 1.15 Nech X je ndhodnd premennd. Charakteristiku (pokial existuje)
ue(X) = Bl(X — E[X])"], (1.17)

nazyvame k-ty centrdlny moment nahodnej premennej X.

Definicia 1.16 Nech X je nedegenerovand a md konecny treti centralny moment. Po-

tom jej charakteristiku vyjadreni v tvare

(1.18)

nazyvame koeficientom Sikmosti.

1.3 Momentova vytvarajica funkcia

Pred samotnou definiciou momentovej vytvarajicej funkcie definujeme k-ty zacia-

toény moment.

Definicia 1.17 Nech X je ndhodnd premennd s konecnou strednou hodnotou. Potom

charakteristiku tvaru
mp(X) = BE(X*)  prek=0,1,2,---. (1.19)

nazyvame zactatoény k-t moment ndhodnej premennej X.

Definicia 1.18 Momentovou vytvdrajicou funkciou nazgvame redlnu funkciu nd-

hodnej premennej X s parametrom t dani vztahom
Mx(t) = E [¢"*]. (1.20)

Nasledujuca veta vyjadruje vztah momentovej vytvarajucej funkcie a zac¢iatocénych

momentov.

Veta 1.19 Nech je momentovd funkcia Mx koneénd na nejakom intervale (—e, €) bodu

0 a nech k € N. Potom k-tyj vseobecny moment je konecny a plati

dk:
M (0) = my. (1.21)
Naviac plati
Mx(0) = 1. (1.22)



Idea dokazu predoglej vety je nasledovna: Taylorov rozvoj funkcie e” je

Ak za x dosadime t - X, mame:

t-X X2 X8
=14 + + +

‘ 1 2l 3! (1.23)
Aplikujeme na tento rozvoj stredntt hodnotu. Dostaneme
E(et'X)zl—irt'ml+t2’m2+t3'm3+---, (1.24)
1! 2! 3!
kde mq, mo, - - st v8eobecné momenty X.

Takto sme dostali rozvoj momentovej funkcie do mocninového radu. Z jednoznac-

nosti takéhoto rozvoja mame, ze musi ist o Taylorov rozvoj Mx(t) v bode 0

My(0) |, ME(0)

M (t) = Mx(0) + =5 2!

S SRR (1.25)

Teda
Mx(0) =1, M%(O) =myq, M;’((O) =Mag,....

1.4 Kumulantova vytvarajica funkcia

Momentovu funkciu mozno podla Vety vyuzit na vypocet zaciatoénych momentov
a pomocou nich mozno vyjadrit centralne. Na vypocet prvych centralnych momentov

je v8ak ¢asto vyhodnejSia takzvand kumulantova funkcia.

Definicia 1.20 Kumulantovd vytvdrajica funkcia je funkcia vyjadrend v tvare
kx(t) =InMx(t) =In(E [¢"¥]). (1.26)

Veta 1.21 Nech X je ndhodnd premennd s momentovou funkciou Mx(t). Potom pre

jej centrdlne momenty plati

17 "

Ky (0) =p1,  K%(0)=ps,  kx(0)=p3,  KY(0) = — 3p3.

Dosledok 1.22 Ak md X kumulantovi funkciu Fx, tak pre jej Sikmost plati:

"

Ky (0)

(X)) = :
[ (0)]°

12



1.5 Nezavislost

Veta 1.23 Ak X1, X5, -+, X, su zdruZene nezdvislé ndahodné premenné, tak potom
plati
M, 4 X4t x, (8) = M, (£) - My (2) - - - - M, (t). (1.27)
Ak navyse X1, Xo, ..., X,, su rovnako rozdelené, tak
M i, (1) = [Mx, ()] - (1.28)

Dokaz. Vychadzame z Definicie [[.1§|

MX1+X2+---+Xn(t) = E[et'(X1+X2+'“+Xn)]

_ E [et-X1+t-X2+---+t-Xn:|

= E[eM] B[] E [et%]
== MXl(t)'MXg(t)""'MXn(t), -

Veta 1.24 Nech X a 'Y siu ndhodné premenné, pre ktoré existujii momentové funkcie

Mx(t), My (t) na nejakom okoli (—¢,€) bodu 0. Nech existuje redlne cislo r také, Ze

My (t) = [Mx(t)]" pret € (—¢,€). (1.29)
Potom
E(Y)=r-E(X) (1.30)
DY) =1 D(X) (1.31)
YY) = VE/)_? . (1.32)
Dokaz.

Pre kumulantové funkcie plati
ky (t) =r-rx (1),

takze pre vSetky £ > 0 méame

d* d*
%Iiy(()) =r- %FLX(O).

Odtial a z (1.21)) mame pozadované rovnosti. O

13



Kapitola 2

Diskrétne rozdelenia

2.1 Alternativne (Bernoulliho) rozdelenie

Alternativne rozdelenie, nazyvané aj Bernoulliho rozdelenie po $vaj¢iarskom matema-
tikovi Jacobovi Bernoullim, modeluje realizédcie ndhodného pokusu, pri ktorom mozno
ziskat len dva mozné vysledky, a to uspech a netuspech. Pravdepodobnost tspechu
ozna¢me p, potom pravdepodobnost netspechu je 1 — p.

Po priradeni hodndt 0 pre netispech a 1 pre tispech vidime, Ze prislusna nahodna
premenné nadobuda bud hodnotu 0 alebo 1, z ¢oho sa odvodilo pomenovanie tohto
rozdelenia. Taktiez sa mozeme stretnit s nazvom nula-jednotkové rozdelenie.

Jedinym parametrom tohto rozdelenia je pravdepodobnost, Ze sledovana udalost
nastala po vykonani nahodného pokusu, ktory sme oznadcili pismenom p, p € (0,1).

Presné zavedenie tohto rozdelenia je uvedené v nasledovnej definicii.

Definicia 2.1 Hovorime, Ze ndhodnd premennd X md alternativne rozdelenie s

parametrom p vtedy, ked plati
P(X =k)=p" - (1—-p)'* pre k=0, 1. (2.1)

Veta 2.2 Nech ndhodnd premennd X md alternativne rozdelenie, X ~ Alt(p). Potom

jej strednd hodnota, rozptyl a sikmost su

E(X) =p, (2.2)

D(X)=p-(1-p), (2.3)
1—2p

Y(X) = ) (2.4)

14



Dokaz. Odvodzovat budeme podla znamych vztahov pre strednt hodnotu (1.10]),
rozptyl ([1.14) a sikmost ((1.18)), ktoré sme uviedli v prvej kapitole. Za¢neme strednou

hodnotou.

1
E(X):in~pi:O-(1—p)—|—1-p:p.
=0

Teraz vyjadrime hodnotu rozptylu. Pre nazornost a I'ahSie pochopenie nevynecha-

vame ziaden medzikrok, aj ked niektoré su zrejmé.

1

D(X) = Z[%—E(X)]Q-pizzm—pf-m
= [0—p (1—p)+[1—p p

2(l=p)+(1=p)P-p

Toto bolo odvodenie na zaklade definicie. Vyuzitim vztahu (1.15)) dostavame jed-

noduchsi sposob odvodenia:

BE(X?) =) af-pi=p
D(X) = E(X*) = B*(X) =p-p’=p-(1-p).

Na sikmost potrebujeme treti zaciato¢ny moment:
E[X?’] :Zx?-pi:p
Treti centralny moment je
E[(X-EX)]=E[X*] -3-B[X*] - E[X]+2-[EX]’=p—3p* +2p".
Takze sikmost je:

7(X):E[(X—EX)E"}: p— 3p* +2p° _ 1-2p
D3 (X) p-(1=p)-p-0=p) p(l—p) .

UkéZzeme iny sposob odvodenia zakladnych charakteristik, a to pomocou momen-

tovej, resp. kumulantovej funkcie. Z definicie momentovej funkcie jendoducho mame:

15



Mx(t) = E[e"¥]

1
_ Zet-i_pi.(l_p)lfi

i=0
— et-O'pO.(l_p)lfo_’_et-l_pl_(l_p)lfl
= & 1-(I—p)+e-p-(1-p°
= (I-p) +p-¢
= 1l—-p+p-e.

Takto sme ukézali nasledovnu vetu.

Veta 2.3 Ak X ~ Bin(n,p), tak jej momentovd funkcia je
Mx(t)=1—-p+p-é.

Doékaz. (Iny dokaz Vety 2.2.)
Najprv derivovanim momentovej funkcie podla premennej ¢t odvodime stredna hod-

notu.

d d
EMx(t) —(1—p+p-e)=p-e.

= 2.5
Po dosadeni ¢t = 0 mame:

E(X)=p-éleo=p-* =p. (2.6)

Na ukizku odvodime strednt hodnotu aj s pouzitim kumulantovej funkcie na za-

klade vztahu ((1.26)):

d
—hRe(t) = %ln(l—p—l—p-et)
1

_ 4 !
 1l—p4p-e dzf(1 ptpe)

= — - pe". (2.7)

Dosadenim ¢ = 0 méame

EX) = Lix(0) !

0_
dt o e =r

l-p+p-
Prejdeme na hodnotu rozptylu. Tt ziskame z druhej derivicie kumulantovej funkcie.

16



d? d pel

@ﬁz(t) = G —pil
_ pe' - (pe' —p+1)—pe'-pe'
- (pe! —p+1)°
= w' (2.8)
(pet —p+1)*

Teda po dosadeni t = 0 dostaneme:

D(X)=p-(1-p).

Zostéava nam uz len ukézat, ako sa da vyjadrit Sikmost alternativneho rozdelenia po-
mocou kumulantovej funkcie. Vztah ((1.18)) pre jej vypocet sme uviedli v prvej kapitole.

Najprv odvodime treti centralny moment, teda hodnotu ¢itatela vyrazu [1.18

d? d el
— k() = p-(1=-p) ——

el (pe' —p+1)* —2p(1 — p)e'(pe —p+ 1) - pe'

= p(l - p) (pet ot 1)4

~ p(L=ple'(pe’ —p+1)-[pe' —p+1—2pe']
N (pet —p+1)*

_ p(l —plef(=pe' —p+1)

N (pet —p+1)°

(x) = P=pepe—p+l) o pd-p)p—p+1)

= p(1—p)(1-2p). (2.9)

(X)) = Vp(1—p)-/p(1—p)-/p(1—Dp)
= p-(1—=p) - Vp(l—-p). (2.10)

A teraz dosadime hodnoty ¢itatela (2.9) a menovatela (2.10) do vztahu (1.18]).

17



p(1 —p)(1 —2p)

"X = p(1—p)y/p(1 —p)
_ =% (2.11)
p(1—p)

Takto sme ukazali, ako mozno vyuzit kumulantovi funkciu na vypocty vybranych

charakteristik pre alternativne rozdelenie. O

V dalom texte uz budeme vychadzat len z derivacii momentovej a kumulantove;j
funkcie. Len pri tomto rozdeleni sme vyjadrovali charakteristiky aj cez zname vztahy
(1.10) a (1.14). Robili sme tak preto, aby ¢itatel vedel, ¢o sme vo vypoctoch nahradili

a taktiez preto, aby bolo vidiet, o aké zjednodusenie v odvodzovani sme sa pokusili.

o
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@ |
o
0
o
(3]
o
o
S

0 1

Obrazok 2.1: Alternativne rozdelenie s rozdielnymi parametrami

18



Prislusny zdrojovy kod

par (mfrow=c (3,1), cex=0.79)

par (mar=c (2, 4, 2, 0.5))

barplot (dbinom(0:1, 1, 0.22), ylim=0:1, names=0:1, space=0, col="violet",
yaxt="n", xaxs="i")

axis (2, c(0, 0.22, 0.5, 0.78, 1))

legend (x=1.5, y=1,legend=c("p = 0,22"), fill=c("violet"), bty="n")

barplot (dbinom(0:1, 1, 0.6), space=0, ylim=0:1, names=0:1, col="yellow",
xaxs="1", yaxt="n")

axis(2, c(0, 0.4, 0.6, 1))

legend (x=1.5, y=1,legend=c("p = 0,6"), fill=c("yellow"), bty="n")

barplot (dbinom (0:1, 1, 0.5), names=0:1, space=0, ylim=0:1, col="lightblue
" yaxt="n", xaxs="i")

axis (2, c(0, 0.3, 0.5, 0.8, 1))

legend (x=1.5, y=1,legend=c("p = 0,5"), fill=c("lightblue"), bty="n")
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2.2 Binomické rozdelenie

Binomické rozdelenie vyjadruje pocet tispechov v postupnosti n nezavislych pokusov,
v ktorych ndhodna premenné nastava s pravdepodobnostou p a nenastéava s pravdepo-
dobnostou 1 — p. Délezité je uvedomit si, ze p je v kazdom pokuse rovnaké. A tiez, ze

ide o nezavislé pokusy.

Definicia 2.4 Ndhodnd premennd X md binomické rozdelenie s parametrami n, p,

pricomn € N ap € (0,1), prave vtedy, ak jej pravdepodobnostnd funkcia md tvar

P(X =k) = (Z) P —p) T k=01, n. (2.12)

Veta 2.5 Momentovd vytvdragica funkcia Mx ndhodnej premennej s binomickym roz-

delenim je funkcia vyjadrend v tvare
Mx(t) = (1= p+p- e = (1—p- (1—e)" (2.13)

Doékaz. V tomto dokaze si najprv odvodime momentovi funkciu, aby sme s iou mohli
dalej pracovat. Vychadzame zo vztahu (1.20)).

) = B =3 (1) 0

= . (g) PP (1 —p) et (T) ph(1—p)nt

n

2

n
+et~2_( )-pz-(l—p)n_2+...+et‘" ;

) P (1 =p)""
s (om0
+(Z)62t-p2-(1 —p)" P4 <Z)et'”-p”

= 1-(1=p)"+n-1=p""-e-p

+(Z) (L=p)" (e p) e+ L ()"

Pre zjednodusenie zavedieme substiticiu:

a = (1-p)
b = et'p7

¢im dostaneme vyjadrenie zndmeho vztahu v najpouzivanejSom tvare
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n e n a1 n a2 12 n L1 n hh — n
(O) a —l—(l) a b+(2) a" b —i—...—i—(n_l) a-b +<n> b" = (a+0b)

Pouzitim spétnej substitiicie ziskame prislusnit momentovu funkciu
Mx(t)=(Q—p+p-e)=1-p (1-€)" o

Veta 2.6 Nech ndhodnd premennd md binomické rozdelenie, X ~ Bi(n,p). Potom jej

strednd hodnota, rozptyl a Sikmost si

E(X) = np, (2.14)

D(X) = np-(1-p), (2.15)
_ 1—-2p

1(X) = TGt (2.16)

Dokaz. Najskor odvodime strednit hodnotu pomocou momentovej funkcie.

d n—
EMz(t) =n- (pet —p+ 1) ! - pe’.

Dosadime ¢t = 0, ¢im dostaneme
n—1 n—
E(X)=n-(pe'=p+1)" -pe'lo=n-(p—p+1)"""-p=np.

Vidime, Ze sme v odvodzovani postupovali spravne, dospeli sme k tomu istému
vysledku, aky uvadza Veta [2.6] Stredni hodnotu mézeme odvodit aj pomocou kumu-

lantovej funkcie:

%/@X(t) = aln [(pe! —p+1)"]
1 t n—1
= —————n.(pe" —p+1 pet
(pet —p+1) (e —p+ 1)
B npe'
~opel—p+ 1
Dosadime ¢ = 0:
npe' | np
————|jmg= ———— =np.
pet —p+1"7"  p—p+1 b

Aj s jej vyuzitim dostavame rovnaky vysledok ako v predoslom pripade. Zostava

nam vyjadrit rozptyl.
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d? d  npe npe' - (pe! —p+1) — npe’ - pet

dat? dipet —p+1 (pet —p+1)°
_ npe'-[pet —p+1—pe']  npe - (1—p)
(pet —p+1)* (pe! —p+1)*
Pre t = 0 mame:
t
npe' - (1 —p np(l —p
poy =20z o)y

(pe! —p+1) (p—p+1)

Pokracovat budeme s vyjadrenim Sikmosti pre binomické rozdelenie. Aj tentokrat
volime postup ako pri alternativnom rozdeleni, kde si najprv odvodime ¢itatela, tak

menovatela a dosadime do vztahu ([1.14]).

L R )
dt3 dt (pet —p+ 1)
~npe'(1 =p)(pe’ —p+1)* = 2npe*(1 — p)(pe’ —p + 1)pe’
N (pet —p+1)*
_npe'(1 —p)(pe' —p+1)[pe’ —p+1—2pe’]
N (pet —p+1)*
npe'(1 —p) [1 — p — pe']

(pet —p+1)°

Dosadime ¢t = 0 a dostaneme:

MAX):nmigfgilg_p]znml—pxl—2M~

(X)) = Vp(1—p) - /np(1 —p) - /np(1 — p)
= np(l—p)vnp(l —p).

np(1 —p)(1 —2p)

7(X)
np(1 —p)y/np(l —p)
B 1—-2p
Vnp(1—=p)
Tymto sme odvodili vietky pozadované hodnoty vybranych charakteristik. O
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Ak si uvedomime, Ze binomické rozdelenie predstavuje pocet tspechov v n nezavis-

lIych pokusoch, ¢o je vlastne sticet poctu tspechov v jednotlivych pokusoch v tvare

y’:jﬁj)g,
=1

kde X; st nezavislé ndhodné premenné s alternativnym rozdelenim s parametrom p,
t.j. binomické rozdelenie s prametrami 1, p, tak mozeme vyuzit vztah uvedeny
v nasledujucej Vete [1.23]

Takto ziskame odvodenie momentovej funkcie binomického rozdelenia ovela jed-
noduchsie ako sme uviedli vyssie a tiez sa zjednodusi odvodenie charakteristik ako je

vidiet v nasledujiicom texte.

My(t) _ E[et-Y] _ E[et-(X1+...+Xn)] _ E[et-Xl 'et-Xz ..... et-Xn]

= B[] Bl ... Bl =[1-p-(1—¢€)]". (2.17)

1—p-(1—et) 1-p(1—e?) 1—p(1—et)

A teda:
My(t) = [Mx(®)]" (2.18)
lIlMy(t) = nlnMX(t)

Ry (t) = n-rx(t)

ry(t) = n-wy(t)
Ky (t) = n-ki(t). (2.19)

Vyuzitim poslednych vztahov a dosadenim charakteristik alternativneho rozdele-
nia (2.6, (2.8), (2.11) dostavame charakteristiky binomického rozdelenia. Na ukazku

odvodime strednt hodnotu. Ostatné charakteristiky sa odvodia podobnym spésobom.

1
BY) = n%/X(O):n.1—p+p.et'p€t|t=0
n
= —.p-1=np. 2.20
l-p+p-1 b b (2.20)
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Obrazok 2.2: Binomické rozdelenie s rozdielnymi parametrami

Prislusny zdrojovy kod

par (mfrow=c (2,2), cex=0.79)

par (mar=c (2, 4, 2, 0.5))

barplot (dbinom(0:10, 10, 0.5), space=0, names=0:10, col="light blue",
xaxs="1", ylim=c(0,0.32), xlim=c(0, 11))

legend (x=5.3, y=0.32, legend=c("n = 10 p = 0.5"), fill=c("light blue"),
bty="n")

barplot (dbinom(0:30, 30, 0.5), space=0, names=0:30, col="light blue",
xaxs="1", ylim=c(0,0.2), xlim=c(0, 31))

legend (x=6, y=0.2,legend=c("n = 30 p = 0,5"), fill=c("light blue"), bty
—n")

barplot (dbinom(0:30, 30, 0.26), space=0, names=0:30, col="violet", xaxs="
i", ylim=c(0,0.2), xlim=c(0, 31))

legend (x=16, y=0.2,legend=c("n = 30 p = 0,26"), fill=c("violet"), bty="
")

barplot (dbinom (0:30, 30, 0.71), space=0, names=0:30, col="violet", xaxs="
i", ylim=c(0,0.2), xlim=c(0, 31))

legend (x=6, y=0.2,legend=c("n = 30 p = 0,72"), fill=c("violet"), bty="n
")
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2.3 Poissonovo rozdelenie

Nézov tohto rozdelenia je odvodeny od mena francizskeho matematika, S. D. Poissona,
ktory ho zaviedol v roku 1838.

Rozdelenie sa pouziva na modelovanie poctu vyskytov sledovanej nahodnej udalosti
(ktoréd nastava s velmi malou pravdepodobnostou, t.j. zriedkava udalost) za urcity
¢asovy interval, pri¢om priemernt hodnotu vyskytov pozname. Casovy interval nie je
jedinou moznostou vol'by. Namiesto ¢asu moézeme uvazovat tiez velkost plochy, objemu
a pod.

Poissonovo rozdelenie sa vyznacuje tym, Zze ma len jeden parameter, ktory ozna-
¢ujeme gréckym pismenom A. Jeho délezitou vlastnostou je to, ze pri vhodnych pod-
mienkach (n — oo a p — 0) dobre aproximuje binomické rozdelenie. Plati totiz, ze ak

X, ~ Bi(n,p,) a n.p, = A, tak rozdelenie X,, konverguje k Po(\).

Definicia 2.7 Hovorime, Ze ndhodnd premennd X md Poissonovo rozdelenie, ak

existuje A > 0 také, Ze jej pravdepodobnostnd funkcia md tvar

k
P(X:lg):%-e—A prek=0,1,.... (2.21)

Oznacujeme to X ~ Po(\).
Veta 2.8 Momentovd vytvdrajica funkcia Mx ndhodnej premennej s Poissonovym roz-
delenim je funkcia vyjadrend v tvare

t

My (t) = (1), (2.22)

Doékaz. Odvodime prislusnt momentovi vytvarajicu funkciu Poissonovho rozdelenia.
Vychadzame zo vztahu (1.20)). V druhom kroku aplikujeme vztah (1.10) a nasledne si

upravime sumu na nekonec¢ny rad.

Mx(t) = E[et'X}

- A
_ tk -\
= D e k!

k=0
e
B k!

k=0

_ 1 1
= e, [()\-et)o-a+()\~et)1~ﬁ+(>\ et)Q-g—i—

Pouzijeme substitiiciu
r=M\-e, (2.23)



ktorou dostaneme zjednoduseny vyraz

Mx(t) = e [1+x+@+@+...

21 3!
S - (x)n
= ¢ Z ]

n=0
- T

= €

™

Pouzitim spatnej substittucie z (2.23)), ziskame pozadované vyjadrenie momentovej fun-

kcie.
— .et — et (et —
Mx<t) — ¢ )\_eke —e AA-e :6)\(6 1)7
¢ize momentova vytvarajuca funkcia Poissonovho rozdelenia méa tvar

My (t) = =D, (2.24)

Veta 2.9 Nech X je ndhodnd premennd s Poissonovym rozdelenim, X ~ Po(\). Po-

tom jej strednd hodnota md hodnotu

E(X) = A, (2.25)
rozptyl
D(X) =\ (2.26)
a Stkmost .
Y(X) = —. (2.27)

Dokaz. 7 Vety pre momentovi vytvarajicu funkciu Poissonovho rozdelenia od-

vodime strednt hodnotu:

d d ¢
ZMxy(t) = —eMe=D)
dt x(?) at’

_ e/\(et—l) - et‘

Dosadenim ¢ = 0 mame:

E(X)=M"D XN 1=\

V nasledujtcich krokoch si tuto hodnotu odvodime pomocou kumulantovej vytva-
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rajucej funkcie.

d o d /\(et—l)
%/ﬁx(t) = Eln(e >

d t
= e -1
e =1)

= \-é.
Pre t = 0 dostaneme:
E(X) =\ €t‘t:0 =\

Na vypocet rozptylu pouzijeme druhii derivaciu kumulantovej vytvarajicej funkcie
(1.17)).

d? d
@HX (t) = %/\ . €t
= \-é
Dosadenim ¢ = 0 dostaneme:
D(X) =\

Koeficient sikmosti Poissonovho rozdelenia vyjadruje vztah (1.18)), do ¢itatela kto-

rého dosadime hodnotu tretieho centralneho momentu. Ten si vyjadrime pouzitim

vztahu (1.17)).

e d .,
%KJXUJ) = %/\6
= A€

Pre ¢t = 0 méme:

E[(X —E(X))? =X-e'|mo = A.

Dosadenim vyrazu (2.28) do ¢itatela vztahu pre vypocet koeficientu sikmosti do-

stavame:

V(X) = 3

5
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Obréazok 2.3: Poissonove rozdelenie s rozdielnymi parametrami

Prislusny zdrojovy kod

par (mfrow=c (3,1), cex=0.79)
par (mar=c (2, 4, 2, 0.5))
barplot (dpois(0:20, 5), names=0:20, ylim=c(0, 0.2), space=0, col="green",

xaxs="1")

legend (x=13, y=0.18, substitute(paste(lambda , " = 5")), fill=c("green"),
bty="n")

barplot (dpois (0:20, 13), names=0:20, ylim=c(0, 0.14), space=0, col="
yellow" | xaxs="i" 6 yaxt="n")

axis(2, c(0, 0.07, 0.14))

legend (x=2, y=0.14, substitute (paste(lambda , " = 13")), fill=c("yellow")
,  bty="n")

barplot (dpois (0:20, 9), names=0:20, ylim=c(0, 0.14), space=0, col="red",
xaxs="1", yaxt="n")

axis(2, c(0, 0.07, 0.14))

legend (x=13, y=0.14, substitute(paste(lambda , " = 9")), fill=c("red"),
bty="n")
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2.4 Geometrické rozdelenie

Geometrické rozdelenie modeluje pocet netspechov, ktoré predchadzaju prvému tspe-
chu. V pripade zaznamenania prvého tspechu prestaneme vykonavat nahodné pokusy.
Pripominame, Ze r predstavuje pocet tispechov, ktoré nastant v postupnosti n nahodne

vykonanych pokusov.

Definicia 2.10 Ndhodnd premennd X md geometrické rozdelenie s parametrom p €

(0,1), X ~ Geo(p), ak jej pravdepodobnostni funkciu mozZeme vyjadrit v tvare

ktr—1
P(X:k):(Jr;; )-p’“-(1—p)k prek=0,1,.... (2.28)

Veta 2.11 Momentovd vytvdrajica funkcia Mx ndhodnej premennej s geometrickym

rozdelenim je funkcia vyjadrend v tvare

My(t) = 37— =l (2.29)
Dokaz.
Mx(t) = E[¢]
= ie““-p-(l—p)k
= ;:jet~p-(1—p)+€2t'p'(1—p)2+---
= p-(l+e-(I=p+e - (1-p°+...). (2.30)

Cleny v zatvorke tvoria geometricky rad, ktorého stucet vypocitame pomocou vzorca
ap

1 —

, kde pre nas pripad hodnoty prvého ¢lena a kvocienta st
ag = 1
q = et ' (1 - p)a
z ¢oho pre t = 0 dostaneme:

1 _ p
l—et-(1—p) 1—et-(1—p)

Veta 2.12 Nech X je ndhodnd premennd s geometrickym rozdelenim, X ~ G(p). Po-

Mx(t) =p

O

tom jej charakteristiky nadobidaji takéto hodnoty:
strednd hodnota

E(X)=—=~, (2.31)
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rozptyl

1 —
D(x) = —L. (2.32)
b
a Stkmost 5
- P
X) = ) 2.33
Y(X) — (2.33)
Dokaz.

V dokaze overime hodnoty charakteristik (stredna hodnota, rozptyl, sikmost).

d d D
EMX(t) B dt1—et-(1—p)
_ (o) [—e +pel
[1—et(1—p))?

_ (=p)[=e" +pe]
[1—e(1—p)
p-let=p)]
[1—et(1—p))?

Dosadenim ¢ = 0 méame:
E(X) = p- [et(l _p)]glt:O
[1—e'(1—p)]

_ p-11-p)]
[1—1(1—p)

_ _r(l-p)

(1—1+p)°
_ 1=
= — (2.34)
d d P
0 = Gty
_ 1 (=p=d-p-€)
oy (1—et-(1-p))
_1-e-p)  p(d-p)
p (1—et-(1-p))*
_ (1-p-e
1—e'(1-p)
Pre t = 0 dostaneme:
I—-p
)
—— (2.35)
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Vztahmi ([2.34)), (2.35)) sme overili vzorec pre stredntt hodnotu geometrického roz-

delenia, preto mozeme prejst k odvodeniu hodnoty rozptylu.

d? d el
@/{X(t) = (1-p)- W1 —et(l—n) e'(1—p)
oy el =e(l=p)] —e[=e(l —p)
R (T )k
_ (A—pel—e(l—p)+e(l—p)
(1—et(1-p))
_ _U=pe (2.36)

Pre ¢t = 0 dostaneme: . .

(1-(1-p)* P

V nasledujucich krokoch budeme pokracovat odvodenim hodnoty koeficientu Sik-

mosti, vychadzat budeme zo vztahu ([1.18)). Najskor si vyjadrime hodnotu ¢itatela.

d? _d_ e(l-p
Ty

¢ (1—e'(1—p))° —2¢' (1 - /(1 —p)) (—¢'(1 — p))

= (1-p)-

(1—e(1-p)*
_ (U=pe(d-e(l=p) [1-e(=p)+2(1—p)
(1—et(1-p)*
_ (A=ped-€(l—p)-0+ed-p)
(1—e(1-p)*

(1—pled+ed—p)
(1—el(1—p))°

Dodadenim ¢ = 0 mame:

_ (=pe (L+e(1-p)
S R
(1-p)(1+(1-p))
(1= (1-p)’
_ —(1_p;§2_p). (2.37)
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Pokracujeme vyjadrovanim hodnoty menovatela vztahu (1.18)).
1— 1-— 1—
3 p p p
[U(X)] = \/ 5 \/ 5 \/ 2
p p p
_l=p Ji-p
P’ P’

l—p
= 5 1—p. (2.38)

Vysledné hodnoty ([2.37)), (2.38) dosadime do prislusného vztahu (1.18)) pre koefi-

cient Sikmosti:

(1-p)(2—p)
WX) = s
5 - D
_ P(-p)2-p)
pPl=p)V1-p
= 2—]9 . O
I=p

0.08
|
]

| O p=0,08
© I
o
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<
o
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o
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Obréazok 2.4: Geometrické rozdelenie s rozdielnymi parametrami
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Prislusny zdrojovy kod

par (mfrow=c (2,2), cex=0.79)

par (mar=c (2, 4, 2, 0.5))

barplot (dgeom(0:20, 0.08), names=0:20, space=0, col="yellow", xaxs="i")

legend (x=8, y=0.074,legend=c("p = 0,08"), fill=c("yellow"), bty="n")

barplot (dgeom(0:20, 0.25), names=0:20, space=0, col="green", xaxs="i")

legend (x=8, y=0.228,legend=c("p = 0,25"), fill=c("green"), bty="n")

barplot (dgeom(0:20, 0.5), names=0:20, space=0, col="light blue", xaxs="i"
)

legend (x=8, y=0.46,legend=c("p = 0,5"), fill=c("light blue"), Dbty="n")

barplot (dgeom(0:20, 0.85), names=0:20, ylim=c(0, 0.85), space=0, col="
orange" , xaxs="i", yaxt="n")

axis (2, c¢(0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.85))

legend (x=8, y=0.77,legend=c("p = 0,85"), fill=c("orange"), bty="n")
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2.5 Negativne binomické rozdelenie

Binomickym rozdelenim modelujeme pocet tspesnych pokusov v postupnosti n poku-
sov. Napriek tomu negativne binomické rozdelenie modeluje pocet netispesnych po-
kusov v (potencidlne nekone¢nej) postupnosti nezéavislych nahodnych pokusov, ktoré
mozu nastat dovtedy, kym nastane presne r ispesnych pokusov. Pravdepodobnost kaz-
dého tspechu je p a netspechu 1 — p. Dané rozdelenie nazyvame negativne preto, lebo
sa pri hom zameriavame na pocet netuspechov. V uvedenom modeli predpokladame,
7e parameter r je celé ¢islo. V praxi sa vSak ukazuje vhodnym, aby parameter r bolo

Tubovolné kladné realne &islo.

Definicia 2.13 Ndhodnd premennd X md negativne binomické rozdelenie a pa-

rametrami r > 0,p € (0,1) vtedy, ak jej pravdepodobnostnd funkcia md tvar

P(X = k) = (’”;‘ 1) (1), (2.30)

pre k =0,1,.... Oznacujeme to X ~ NBin(r,p).

Pripomenme, Ze zovSeobecnené kombinac¢né ¢isla definujeme vztahom

(Z) _x-(m—l)-(z—z)!-----(m—k—l—l)

Veta 2.14 Momentovd vytvdrajica funkcia Mx ndhodnej premennej s negativnym. bi-

nomickym rozdelenim je funkcia vyjadrend v tvare

p T
Mx(t) = . 2.40
Dokaz. Budeme vychadzat zo vztahov (1.20]), (1.10).
Mx(t) = E[et'X}
= -1
= e (T
k
k=0
r—1 r T +1 r
= Pt pr-(1—p)+e P (1=p)*+
0 1 2
. 1
= pT.{lJr%-et (1—p)+(r (;—i_ ) g (1—p)*+ } (2.41)

Pre zjednodusenie vzorca zavedieme substitticiu

r=—e""(1-p).
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Po tprave vyrazu (2.41) a vyuzitim Taylorovho rozvoja pre funkciu (1 + x)™" do-

staneme
;. 1—|—(_1!T)-$+((_T).2(!1_T>>"T2+'“1 =7 g}( k )
= p-(1+a)"

Y

za predpokladu, ze |z| < 1, t.j. t < In(1 — p). Navratom k povodnému oznaceniu

dostéavame

'

Mx(@t)y=p - [1+(=¢"-1=p)] " = p-[1—¢€-(1-p)]
pr
[1—et-(1—=p)]
ML
L—e-(1-p)]

Veta 2.15 Nech ndhodnd premennd X md negativne binomické rozdelenie, X ~

NBin(r,p). Potom jej charakteristiky nadobidaji hodnoty:

B(X) = #, (2.42)
D(X)=" <]132_ r) (2.43)
(X) = %- (2.44)

Poznamenajme, ze ak r je celé, tak ndhodna premenni X ~ N Bin(r,p) mozeme

vyjadrit v tvare
X=X1+Xo+ -+ X,

kde Xi,..., X, ~ Geo(p) su nezavislé. Takze Vety v tomto pripade vyplyvaju z Viet

pre geometrické rozdelenie (vid sekcia 1.5).

Dokaz. KedZe momentova funkcia X je r—tou mocninou momentovej funkcie geomet-
rického rozdelenia Geo(p), vztahy vyplyvaju priamo z Vety My v8ak ukézeme aj
priamy vypocet. Za¢neme strednou hodnotou, vychadzame zo vztahu ((1.10)).
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%MX@) = [1 _ et(l _p)]Qr
- —p" - (7' . [1 _ et(l _p)]rfl [_(1 B p)@t])
= [1 o et(l _ p)]2r
(=p)(p =1’ (r-[L—e'(L—p)"")
B 2 : (2.45)
[1—e(1-p)]

Dosadenim ¢ = 0 mame:

EX) = 5
[1—(1-p)
_ PA=p)r-p
p2r
(1 —p)

Opét vyjadrime strednt hodnotu, ale pomocou kumulantovej funkcie.

d d
%/{X(t) = o r'lnl—et-p(l—p)
U S 2 il Gt )
Ty [L—e(l-p)?
_ ,1=dl-p)  pl'-p)
p [1—et(1—p)
_ . cd-p)
1—e(1-p)
Takze po dosadeni ¢t = 0 mame:
1—p
EX)=r P

d? d ¢
T St D7 wper gy
gy f U p)] e [ (1 p)]
— r(1-p) [1—et(1—p)?
= 7“(1 _p) [1 _ et(l — p)]Q <2'46)



Pre ¢t = 0 dostaneme:

D(X) = r(1-p) ° 2|t:0:

Na zaver si vyjadrime hodnotu koeficientu sikmosti pre negativne binomické rozde-
lenie, pri¢om vyuzijeme vztahy (1.18]) a (1.17). Postupujeme tak, Ze si najskor vypo-
¢itame hodnoty ¢iatela a menovatela vztahu ([1.18]), ktoré nasledne dosadime, ¢im sa

dopracujeme k vyslednému vyjadreniu koeficientu Sikmosti.

d? _d_r(l-p)
%mx(t) Tt [1—et(1 —p)]2
gl 26t L — (1 —p)] - [—e'(1 - p)]
S e
_ Ao p)] 1=l —p) +2('(1 — p))
- 1—e(l—p)"
_ e (el —p))
= r(1—p) - (- p)]3 . (2.47)
Dosadenim ¢t = 0 dostaneme:
_ (1l et (1+¢l(1—p)) — (1 (1+(1—p))
T A ey e
el iTP
= r(1—p) P
Hodnotu ¢itatela mame, teraz vypocitame hodnotu menovatela.
o(X)) = VD(X)?
_ ra-p) [r0-p) \/r(l ~p)
p? p? p?
_ rd=p) Jrd-p) (2.48)

A dosadime do vztahu ([1.18]), ¢im ziskame vysledni hodnotu koeficientu sikmosti.
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Obrazok 2.5: Negativne binomické rozdelenie s rozdielnymi parametrami



Prislusny zdrojovy kod

par (mfrow=c (3,3), cex=0.79)

par (mar=c (2, 4, 2, 0.5))

barplot (dnbinom (0:50, 25, 0.5), ylim=c(0,0.083), xlim=c(0, 50), space=0,
col="yellow", xaxs="i", xlab=NA)

axis (1, c(0, 10, 20, 30, 40, 50))

legend (x=4, y=0.083,legend=c("n = 25 p = 0,5"), fill=c("yellow"), bty="n
")

barplot (dnbinom (0:50, 25, 0.75), ylim=c(0,0.16), xlim=c(0, 50), space=0,
col="yellow", xaxs="i", xlab=NA)

axis(1, c(0, 10, 20, 30, 40, 50))

legend (x=13, y=0.16,legend=c("n = 25 p = 0,75"), fill=c("yellow"), Dbty="
a)

barplot (dnbinom (0:50, 25, 0.41), ylim=c(0, 0.06), xlim=c(0, 50),space=0,
col="yellow", xaxs="i", xlab=NA)

axis (1, c(0, 10, 20, 30, 40, 50))

legend (x=0.01, y=0.06,legend=c("n = 25 p = 0,41"), fill=c("yellow"), bty

:unn)
barplot (dnbinom (0:50, 5, 0.14), ylim=c(0, 0.043), xlim=c(0, 50), space=0,
col="orange", xaxs="i", xlab=NA)

axis(1l, c(0, 10, 20, 30, 40, 50))
legend (x=4, y=0.043,legend=c("n = 5 p = 0,14"), fill=c("orange"), bty="n

")
barplot (dnbinom (0:50, 5, 0.51), ylim=c(0, 0.16), xlim=c(0, 50), space=0,
col="orange", xaxs="i", xlab=NA)

axis(1l, c(0, 10, 20, 30, 40, 50))
legend (x=13, y=0.16,legend=c("n = 5 p = 0,51"), fill=c("orange"), bty="n

")
barplot (dnbinom (0:50, 5, 0.16), ylim=c(0, 0.043), xlim=c(0, 50), space=0,
col="orange", xaxs="i", xlab=NA)

axis(1l, c(0, 10, 20, 30, 40, 50))

legend (x=0.01, y=0.043,legend=c("n = 5 p = 0,16"), fill=c("orange"), bty
—npt)

barplot (dnbinom (0:50, 45, 0.64), ylim=c(0, 0.083), xlim=c(0, 50), space
=0, col="red", xaxs="i", xlab=NA)

axis (1, c(0, 10, 20, 30, 40, 50))

legend (x=4, y=0.083,legend=c("n = 45 p = 0,64"), fill=c("red"), bty="n")

barplot (dnbinom (0:50, 45, 0.85), ylim=c(0, 0.16), xlim=c(0, 50), space=0,
col="red", xaxs="i", xlab=NA)

axis(1, c(0, 10, 20, 30, 40, 50))

legend (x=13, y=0.16,legend=c("n = 45 p = 0,85"), fill=c("red"), bty="n")

barplot (dnbinom (0:50, 45, 0.56), ylim=c(0, 0.06), xlim=c(0, 50), space=0,
col="red", xaxs="i", xlab=NA)

axis(1, c(0, 10, 20, 30, 40, 50))

legend (x=0.01, y=0.06,legend=c("n = 45 p = 0,56"), fill=c("red"), bty="n
"
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Kapitolu o diskrétnych rozdeleniach sme uzatvorili negativnym binomickym rozde-

lenim. Prejdeme na rozdelenia spojité.
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Kapitola 3

Spojité rozdelenia

Postup, aky sme uvadzali v Kapitole [2| o diskrétnych rozdeleniach budeme vyuzivat aj
v tejto kapitole. Uvedieme nami vybrané typy rozdeleni, ktoré zadefinujeme a prisli-
chajtce vlastnosti sformulujeme do viet. Rovnako ako aj v Kapitole [2| o diskrétnych
rozdeleniach, uvedené tvrdenia dokazeme sposobom, v ktorom sa budeme opierat o

momentovi vytvarajicu funkciu a kumulantovi vytvarajacu funkciu.
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3.1 Normalne rozdelenie

Jedno z najdolezitejsich, najviac vyuzivanych rozdeleni je normélne rozdelenie. Aj ked
ho priamo nemozno pouzit na modelovanie vysky narokov v poistovnictve, uvidzame
ho preto, lebo sa s nim stretavame napriklad pri aproximacidch rozdelenia celkovej
vysky narokov.

Na jeho popis pouzivame dva parametre. Parameter p, ktory ovplyviiuje umiestne-
nie strednej hodnoty normalneho rozdelenia (posun po osi x). Druhym parametrom je
parameter o. Ten vyjadruje variabilitu tohto rozdelenia, t.j. vplyva na tvar rozdelenia

(s jeho rastom je funkcia hustoty sikmejsia, ak klesé, graf je plochsi).

Definicia 3.1 Nech —oo0 < p < 00 a 0 > 0. Potom ndhodnd premennd X md nor-
mdlne rozdelenie, X ~ N(u,0), prive vtedy, ked jej funkciou hustoty je funkcia v

tvare

f(x) :#-6_(;7;5)2, (—o0 <z < 0). (3.1)

o-V2m
Veta 3.2 Momentovd funkcia normdlneho rozdelenia N(u,c?) je
0'2»752
Mx(t) = e"#t =2 pre t(—00,00). (3.2)
Dokaz. Vychadzame z definicie (1.18)). Pre X ~ N(u,o?) je:

Mx(t> = E[@t‘X]

o0
1 —(z—p)?
t-x
= e€r . ———=-e 2?7 dx
/ o-\V2- T
— 00
o
1 / | —mm)?
= —. e’ e 202 dx.
o-\V2- T
— 00
Zavedieme substiticiu:
T —p
Z =
o
1
dz = —dx
o
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Jej pouzitim dostavame:

1 2
Mx(t) = Nl /et'(’H'Uz) e zdz
1 t ¢ —(z%)
= — et e e 2 dz
\ 27 /
]_ n /’o —(2°—2-t-0-2)
= et e 2 z
\ 2T
= tlu’ e 2 / 12 == O't2)
\ 2T

' 0242
= 6“-62 1

e’ O

Veta 3.3 Ndhodnd premennd X s normdlnym rozdelenim N (i, %) md nasledovné cha-

rakteristiky:
E(X) = p (3.3)
D(X) = o2, (3.4)
v(X) = 0. (3.5)
Dokaz.
d d 02152
—Mx(t) = —ettt =
g Mx () dt*
02t2 2t2 !
= MAt—i_ 2 . . t U_
e (u + 5 )
= 6N‘t+022t2 . (u -+ 20-22t)

_ et (14 o’t).

Po dosadeni ¢t = 0 dostavame:

022
E(X) = M™% . (u4a%-0)
= & (p+0)=p
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Odvodenie pomocou kumulantovej funkcie je takmer uplne trivialne, kedze

o t?
Kx(t) =p-t+ :
2
d () d . ot? ey
—K = — . — ] = o
it~ at \" 2 s
Teda
EX)=pu+o*0=p.
Kedze
d d 2 2
ﬁﬁx(t) = E(qua t) =07,
pre varianciu X mame:
D(X) = o?
No a nakoniec
d3 d
— kvt — 0% =
X a’ =0
z ¢oho je vidiet, ze
7(X) =0

O

Nasledujuci Obrazok zobrazuje hustotu normalneho rozdelenia pre rézne pa-

rametre. Za nim uvadzame prislusny zdrojovy kod napisany v Statistickom programe

R.

44



0 _ g
=] m p=0 o=1 c | B p=0 oc=3
<
s
o
-
o _| <}
o
o~
Ch g |
[S]
—
g
o o
S T T T l S
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
o _ 0o
[S] @ p=-4 o=1 [S] @ p=4 o=1
< <
c 7 c 7
o o™
o 7 o 7
N N
o 7 o 7
— —
c 7 c 7
= =]
=] T I I 1 =] T T T 1
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
| 4
c | B p=-3 0=3 c | B pu=3 o=3
o o
- - - -
o o
wn wn
o 4 o 4
IS} S}
8 8
S T T T 1 S T T T 1
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

Obrazok 3.1: Hustota normalneho rozdelenia

Prislusny zdrojovy kod

par (mfrow=c (3,2), cex=0.79)

par (mar=c (2, 4, 2, 0.5))

curve(dnorm(x, 0, 1), —10, 10, col="blue", ylim=c(0, 0.53), lwd=4, axes=
FALSE, xaxs="i", yaxs="i", ylab=NA)

axis (1)

axis (2)

legend (x=-9.9, y=0.53, substitute(paste(mu , " = 0 ", sigma, " =1")),
fill=c("blue"), bty="n")

curve(dnorm(x, 0, 3), —10, 10, col="red", ylim=c(0, 0.16), lwd=4, axes=
FALSE, xaxs="i", yaxs="i", ylab=NA)

axis (1)

axis (2)

legend (x=-9.9, y=0.16, substitute(paste(mu , " = 0 ", sigma, " = 3")),
fill=c("red"), bty="n")

curve(dnorm(x, —4, 1), —10, 10, col="green", ylim=c(0, 0.53), lwd=4, axes
=FALSE, xaxs="i", yaxs="i", ylab=NA)

axis (1)

axis (2)

legend (x=-9.9, y=0.53, substitute(paste(mu , " = —4 " sigma, " =1")),
fill=c("green"), bty="n")

curve(dnorm(x, 4, 1), —10, 10, col="orange", ylim=c(0, 0.53), lwd=4, axes
=FALSE, xaxs="i", yaxs="i", ylab=NA)
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axis (1)

axis (2)

legend (x=-9.9, y=0.53, substitute(paste(mu , " = 4 ", sigma, " =1")),
fill=c("orange"), bty="n")

curve(dnorm(x, —3, 3), —10, 10, col="purple", ylim=c(0,0.16), lwd=4, axes
=FALSE, xaxs="i", yaxs="i", ylab=NA)

axis (1)

axis (2)

legend (x=-9.9, y=0.16, substitute(paste(mu , " = -3 " sigma, " = 3")),
fill=c("purple"), bty="n")

curve(dnorm(x, 3, 3), —10, 10, col="brown", ylim=c(0,0.16), lwd=4, axes=
FALSE, xaxs="i", yaxs="i", ylab=NA)

axis (1)

axis (2)

legend (x=-9.9, y=0.16, substitute (paste(mu , " = 3 ", sigma, " =3")),
fill=c("brown"), bty="n")
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3.2 Rovnomerné rozdelenie

Rovnomerné rozdelenie popisujeme dvoma parametrami a, b, ktoré vymedzia uvazovany
interval. Parameter a udava pociato¢ny bod intervalu a parameter b jeho koncovy bod.

Pomocou rovnomerného rozdelenia popisujeme spojité nahodné premenné, ktoré
nadobudaji hodnoty z intervalu (a, b), pricom pravdepodobnost, Ze konkrétna realiza-
cia bude z nejakého podintervalu zavisi iba od dizky podintervalu.

Poznamenajme, ze mozeme definovat aj diskrétne rovnomerné rozdelenie.

Definicia 3.4 Nech a,b € R a a < b. Potom ndhodnd premennd X md rovnomerné

rozdelenie, ak jej hustota pravdepodobnosti ma tvar

0 T <a
1
flz)=2 — a<z<b (3.6)
b—a
1 x> b.

V takomto pripade piseme X ~ U(a,b).

Veta 3.5 Momentovd funkcia rovmnomerného rozdelenia U(a,b) je

My (t) = Hb_—_a) (3.7)

Doékaz. Budeme vychadzat zo vztahov Definicia a (L1.11)).

M,(t) = E[e"]

1 6b~t ea-t
" b-a {7 a T}

o 1 bt a-t
T [7 —e*]
€t~b_et~a
T t-(b—a) -

Nasledujtuca veta popisuje vlastnosti ndhodnej premennej s rovnomernym rozdele-

nim.
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Veta 3.6 Nech X je ndhodnd premennd s rovnomerngm rozdelenim, X ~ U(a,b).

Potom jej strednda hodnota, rozptyl a Sitkmost nadobidaji takéto hodnoty:

B(x) =110
px)= Lo
7(X) =0

Dokaz.

(3.8)

(3.9)

(3.10)

Pre overenie hodnoét charakteristik uvedenych vo Vete|3.6/budeme potrebovat vyjad-

renie momentovej vytvarajicej funkcie rovnomerného rozdelenia, ktoré je uvedené vo
Vete |3.5] Taktiez budeme vychadzat zo vztahu (1.11]). Robime tak preto, lebo v tomto

pripade je vypocet pomocou tohto vzorca jednoduchsi ako cez momentova funkciu.

Vezmime Tubovolné realne r > 0. Potom

7"+1 b
- L‘—l—l]

br—i—l
B b—a ( r—i—l )

br+br1 a+bT2 a++aT

r+1
Teda ;
Blx] =212
2
b? b 2
E[X?] :%7

b3 + b%a + ba® + a®

E[X% = :

(3.11)

(3.12)

(3.13)

Stredni hodnotu nédhodnej premennej s rovnomernym rozdelenim sme odvodili v

predchadzajucich krokoch, vid (3.11)). Pre vypocet hodnoty rozptylu pouZijeme vztah

(1.14), do ktorého dosadime vypoé¢itané hodnoty (3.11)) a (3.12)).
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D(X) = E(X? — E*X)
_ b2—|—ab+a2_<b+a>2

3 2

VP +ab+a® B+ 2ab+a’
- 3 B 4
4D 4 4ab+ 4a® — 3b* — 6ab — 3a?
N 12
b —2ab+a®
_ —1%

(b—a)
= TR (3.14)

Vztah (3.14) vyjadruje hodnotu rozptylu rovnomerného rozdelenia.
V poslednom kroku vyjadrime hodnotu koeficientu sikmosti pre rovnomerné rozde-

lenie, ktort ziskame pouzitim nasledujiceho vztahu

E[(X - E(X))’]
D(X):

v = (3.15)

Nasledne upravime hodnotu ¢itatela.
E[(X-E(X))’] = E(X*)-3-BE(X)-E(X*)+3-E*(X)-E(X)-E(X?
= E(X°)-3-E(X)-E(X*)+2-E(X). (3.16)

Vyjadrenim ([3.13]) sme ziskali poslednii nezndmu hodnotu vztahu (3.16). Z tohto

dévodu mozeme dalej pokracovat vypoc¢tom hodnoty Citatela vztahu (3.15).

5 bt — ot b+a b>+ab+ a? b+a\®

BI(X-B)) = -3 5t T +2.< ' )

vt —dt b3+ab2+a26—|—ab2+a2b+a3+2(b+a)3

1-(b—a) 2 8

B bt — a* b + 2ab* + 2a*b+a® b + 3b%a + 3ba® + a®

T I h—a > * 1

_ (b—a)- (0*+ba*+ab®+a®) + (b—a) - [-b® — ab® — a®b — a?]

B 4-(b—a)

_ (b—a)- b’ +ba®+ab®+a® —b* —ab® —a*b—a®

B 4-(b—a)

= 0, (3.17)
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takze

v(X)=0.

Ako vidime zo vztahu (3.17)) hodnota koeficientu Sikmosti rovnomerného rozdelenia je
nulova. Tymto sme ukon¢ili odvodenie nami vybranych charakteristik rovnomerného

rozdelenia. a

Poznamka 3.7 Poznamenajme, Ze nulovost koeficientu Sikmosti vyplyva zo symetrie

rovnomerného rozdelenia. Dokonca pre X ~ U(a,b) mdme
Pok+1 = E [(X - EX)%H] =0,

pre kazdé prirodzené k.

Doékaz. Oznacme p = aT*b, 0= b’T" Potom
ptd pt6 7
(b—a) - pop1 = / (¢ — )" de = /+ / :
pn—6 I3 p—0

Ak v druhom integraly vyuzijeme substituciu y = 2 — x, dostaneme

pts  p—6
J
a
I I
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Obrazok 3.2: Hustota rovnomerného rozdelenia

Prislusny zdrojovy kod

par (mfrow=c (2,2), cex=0.79)

par (mar=c (2, 4, 2, 0.5))

curve(dunif(x, —4, 4),—6,6, col="green", ylim=c(0, 0.2), lwd=4, axes=
FALSE, xaxs="i", yaxs="i", ylab=NA)

axis (1)

axis(2)

legend (x=-5.9, y=0.2,legend=c("a = —4 b = 4"), fill=c("green"), Dbty="n")

curve(dunif(x, 0, 2), —6, 6, col="orange", ylim=c(0, 0.5), lwd=4, axes=
FALSE, xaxs="i", yaxs="i", ylab=NA)

axis (1)

axis(2)

legend (x=-5.9, y=0.5,legend=c("a = 0 b = 2"), fill=c("orange"), bty="n")

curve(dunif(x, -2, 3), —6, 6, col="violet", ylim=c(0, 0.3), lwd=4, axes=
FALSE, xaxs="i", yaxs="i", ylab=NA)

axis (1)

axis (2)

legend (x=-5.9, y=0.3,legend=c("a = -2 b = 3"), fill=c("violet"), Dbty="n"
)

curve(dunif(x, -5, 5),—-6, 6, col="light blue", ylim=c(0, 0.14), lwd=A4,
axes=FALSE, xaxs="i", yaxs="i", ylab=NA)

axis (1)

axis(2)
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3.3 Exponencialne rozdelenie

Exponencialne rozdelenie je dobrym modelom situacii, v ktorych sledované udalosti
nastavaju s konstantnou pravdepodobnostou za jednotku ¢asu ako je napriklad doba
¢akania na udalost alebo doba Zivotnosti zariadenia, na ktorom je pric¢inou vyskytu
portich ndhoda, nie opotrebovanie, a naviac doba, ktort zariadenie odpracovalo, sa
zanedbava. Vyuzitie tohto rozdelenia je aj v teérii hromadnej obsluhy.

V poistnej matematike nim modelujeme ¢asy medzi narokmi, kde proces poctu
narokov je Poissonovym procesom a tiez nim modelujeme vysky nérokov.

Jedinym parametrom exponencidlneho rozdelenia je parameter A, ktory ovplyviuje
tvar rozdelenia. Hustota konverguje k nule velmi rychlo pre x — 400, a teda nie je
vhodné pre modelovanie vysky narokov, u ktorych pravdepodobnost vysokych hodnot
je rddovo vyssia a ktorych vyskyt moze mat likvidacny dopad, ak ich nebudeme brat

do tvahy.

Definicia 3.8 Hovorime, Ze ndhodnd premennd X md exponencidlne rozdelenie s

parametrom A > 0, X ~ Exp(\), prdave vtedy, ak jej hustota pravdepodobnosti md tvar

flz)=X-e ™, x> 0. (3.18)

Veta 3.9 Momentovd funkcia Mx(t) ezponencidlneho rozdelenia Exp(X\) je funkcia

A<\
MX(t):{ o (3.19)

Dokaz. Pri dokaze budeme vychadzat z Definicie a vztahu (1.11)).

Mx(t) = E|[e"¥] = /em N-e Mdx
0

o0

= A /em ce M

t— A
A
oo t> . H

Veta 3.10 Nech ndhodnd premennd X md exponencidlne rozdelenie, X ~ Exp()\).

Potom jej charakteristiky ako strednd hodnota, rozptyl a koeficient Sikmosti nadobidaji
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nasledovné hodnoty:

B(X) = ; (3.20)
D(X) = % (3.21)
V(X)) = 2. (3.22)

Dokaz. Zac¢neme odvodenim strednej hodnoty. Najskor pomocou momentovej vytva-

rajucej funkcie, potom pomocou kumulantovej funkcie. Pritom vychadzame zo vztahu

(T.11).

d d A
=M AN
dt x(?) dt ) —t
(=N
(A—1t)?
B A
O — 1)
Pre t = 0 dostavame \ .
EX)=—=—-.

Pomocou kumulantovej funkcie je vypocet nasledovny:

d d A

A
A=t 0=X-(-1)
A (A —1t)*
_ (=)

AN —1t)°
1
oAt

Ak t =0, tak
1

E(X)=~.

(X) 3

o4



Prejdeme na odvodenie rozptylu. Aplikujeme vztah (|1.14)).

d? d 1

= g
_0-1.(-)
(A—1)?
B 1
O
Dosadenim ¢ = 0 mame )

Hodnotu koeficientu Sikmosti odvodime tak, Ze si najprv vyjadrime ¢itatela a né-
sledne dosadime do vztahu (1.18]).
d? 0 d 1
—K — -
3™ dt (A —t)?
—1-[(A =07
(A=t)"
~2- (=) (-1)
(A=t)"

Pret =0

a teda

95



S o _
d o
O A=01 < | O A=05
o
™
n o 7
o 4
< ~
g
-
g
S o
2 T T T 1 S T T T 1
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
@ . -
o -
@ A=08 © O A=1
© o 7
o
©
Q
=
o
~
o
N
=] N
o
= =
S T T T 1 S T T T 1
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
1w = N
m A=5 o | m A=12
< —
o
o
©
~
< 4
i
~ 4
° T T T | i T T T |
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Obrazok 3.3: Hustota exponencialneho rozdelenia.

Pre vykreslenie Obrazka |3.3| sme pouzili nasledujici kod:

Prislusny zdrojovy kod

par (mfrow=c (3,2), cex=0.79)

par (mar=c (2, 4, 2, 0.5))

curve(dexp(x, 0.1), 0, 20, ylim=c(0, 0.1), col="light blue", lwd=4, axes=
FALSE, xaxs="i", yaxs="i", ylab=NA)

axis (1)
axis(2, c(0, 0.05, 0.1))
legend (x=6, y=0.095, substitute(paste(lambda , " = 0,1")), fill=c("light

blue"), bty="n")

curve(dexp(x, 0.5), 0, 20, ylim=c(0, 0.5), col="light blue", lwd=4, axes=
FALSE, xaxs="i", yaxs="i", ylab=NA)

axis (1)

axis (2)

legend (x=6, y=0.48, substitute(paste(lambda , " = 0,5")), fill=c("light
blue"), bty="n")

curve(dexp(x, 0.8), 0, 20, ylim=c(0, 0.8), col="orange", lwd=4, axes=
FALSE, xaxs="i", yaxs="i", ylab=NA)

axis (1)

axis (2)

legend (x=6, y=0.78, substitute(paste(lambda , " = 0,8")), fill=c("orange"
), bty="n")
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curve(dexp(x, 1), 0, 20, ylim=c(0, 1), col="orange", lwd=4, axes=FALSE,
xaxs="1", yaxs="i", ylab=NA)

axis (1)

axis(2)

legend (x=6, y=0.95, substitute (lambda==1), fill=c("orange"), bty="n")

curve(dexp(x, 5), 0, 20, ylim=c(0, 5), col="green", lwd=4, axes=FALSE,
xaxs="1", yaxs="i", ylab=NA)

axis (1)

axis (2)

legend (x=6, y=4.8, substitute (lambda==5), fill=c("green"), bty="n")

curve(dexp(x, 12), 0, 20, ylim=c(0, 12), col="green", lwd=4, axes=FALSE,
xaxs="1", yaxs="i", ylab=NA)

axis (1)

axis (2)

legend (x=6, y=11.5, substitute (lambda==12), fill=c("green"), bty="n")
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3.4 Gamma rozdelenie

O nieco viac flexibilnejsim rozdelenim ako exponencidlne rozdelenie je gamma rozde-
lenie. Na jeho popis pouzivame dva parametre, a to parameter « (ovplyviuje tvar
rozdelenia) a parameter [ (parameter intenzity). Ak uvazujeme pripad, v ktorom pa-
rameter a nadobudne hodnotu 1, ¢ize G(1, 3), dostaneme exponenciélne rozdelenie s
parametrom 3, t.j. Exp(f).

Zaujimavou vlastnostou tohto rozdelenia je to, ze zmieSané Poissonovo rozdelenie,
kde parameter A je ndhodna premenna s gamma rozdelenim, je vlastne negativne bi-
nomické rozdelenie.

Aj napriek vi¢S8iemu poc¢tu parametrov gamma rozdelenim nemozno modelovat "vy-
soké" naroky (t.j. také naroky, pri ktorych je nezanedbatelné pravdepodobnost ex-
trémne vysokych hodnét). Preto sa gamma rozdelenie pouZiva skor pri aproximaécii
vysky poistnych plneni pri poisteni motorovych vozidiel ako pri poisteni proti vzniku

poziaru v domécnosti.

Definicia 3.11 Ndhodnd premennd X md gamma rozdelenie s parametrami o, (3,

X ~ G(a, B), prave vtedy, ked jej hustotu pravdepodobnosti mézZeme vyjadrit v tvare

f(x):m'x e e, x> 0. (3.23)

Pripomenme, Ze I' je gamma-funkcia definovana vztahom

o0

MNa) = / e d.

—0o0

Veta 3.12 Momentovd vytvdragica funkcia ndahodnej premennej s gamma rozdelenim

G(a, B) ma tvar

My (t) = (%)a. (3.24)

Dokaz. V tomto dokaze odvodime momentovu vytvarajicu funkciu vyuzitim definicie
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a vztahu .

Mx (t)

Zavedenim substiticie

u=z- (51

dostéavame

ﬁ;'( -

ﬁ;'( -
5o

(B —t)e

T (Bt

O

Veta 3.13 Ndhodnd premennd X s gamma rozdelenim G(«, ) md takéto charakteris-

tiky:
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(3.25)

(3.26)



v(X) = ﬁ. (3.27)
Doékaz. (Pomocou momentovej funkcie exponencidlenho rozdelenia)

V tomto dokaze postupujeme tak, Ze najskor budeme vychadzat z Vety pri
odvodzovani tychto hodnot, potom budeme pokracovat odvodenim strednej hodnoty
vychédzajuc zo vztahu , nasledne prejdeme na rozptyl, pricom pouzijeme vztah
a na zaver vyjadrime koeficient sikmosti na zaklade vztahu (1.18).

Méame nédhodnu premennit X s gamma rozdelenim G(«, 3). Potom podla Viet
a[3.9 je

Mx(t) = [My(®)]",  kde Y ~ Exp(B).

Teda podla Vety [1.24] je

1
E(X):OéB,

1
D<X):Oé'@7
V(X):2-L.

e(E) T
- (%) Xﬁi)?

Po dosadeni ¢t = 0 dostavame

E(X)=a- (é)alﬁ _ %.

Pomocou derivacia kumulantovej funkcie je
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Teda

Druha derivacia kumulantovej funkcie je

Pre ¢t = 0 mame

Akt=0

d2
@/ﬁx(l‘)

2x

E[(B - EX))] = 5.

TakZze mozeme vyjadrit Sikmost:

7(X)

F 2082
Hova Ba-yao yal
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O

Nasledujuci Obrazok [3.4] ukazuje vplyv zmeny hodnoét parametrov gamma rozdele-
nia na tvar jeho hustoty. Za nim uvadzame prikazy napisané v programe R, pomocou

ktorych sme tieto grafy vykreslili.

n
N o _
m a=5 B=10 o m a=10 B=20
o
N m
0 o
- o
o m
A o
2 4
n
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o o
S T T T T T T | o T T T T T T |
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Obréazok 3.4: Hustota Gamma rozdelenia pre rozne hodnoty parametrov «, 3.
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Prislusny zdrojovy kod

par (mfrow=c (3,2), cex=0.79)

par (mar=c (2, 4, 2, 0.5))

curve(dgamma(x, 5, 10), col="brown", ylim=c(0, 2.5), xlim=c(0, 1.4), lwd
=4, axes=FALSE, xaxs="i", yaxs="i", ylab=NA)

axis (1)

axis (2)

legend (x=0.05, y=2.5, substitute(paste(alpha , " =5 " beta, " = 10"))
, fill=c("brown"), bty="n")

curve (dgamma(x, 10, 20), col="black", ylim=c(0, 3.2), xlim=c(0, 1.4), lwd
=4, axes=FALSE, xaxs="i", yaxs="i", ylab=NA)

axis (1)

axis (2)

legend (x=0.05, y=3.2, substitute(paste(alpha , " = 10 " beta, " = 20")
), fill=c("black"), bty="n")

curve (dgamma(x, 25, 50), col="red", ylim=c(0, 5.2), xlim=c(0, 1.4), lwd
=4, axes=FALSE, xaxs="i", yaxs="i", ylab=NA)

axis (1)

axis (2)

legend (x=0.05, y=5.2, substitute(paste(alpha , " = 25 " beta, " = 50")
), fill=c("red"), Dbty="n")

curve (dgamma(x, 100, 200), col="dark red", ylim=c(0, 10.2), xlim=c(0,
1.4), lwd=4, axes=FALSE, xaxs="i", yaxs="i", ylab=NA)

axis (1)

axis (2)

legend (x=0.05, y=10.2, substitute(paste(alpha , " = 100 ", beta, "
200")), fill=c("dark red"), bty="n")

curve (dgamma(x, 6, 20), col="orange", ylim=c(0, 4.2), xlim=c(0, 1.4), lwd
=4, axes=FALSE, xaxs="i", yaxs="i", ylab=NA)

axis (1)

axis (2)

legend (x=0.05, y=4.2, substitute(paste(alpha , " = 6 ", beta, " = 20"))
, fill=c("orange"), bty="n")

curve (dgamma(x, 15, 20), col="dark orange", ylim=c(0, 2.6), xlim=c(0,
1.4), lwd=4, axes=FALSE, xaxs="i", yaxs="i", ylab=NA)

axis (1)

axis(2)

legend (x=0.05, y=2.6, substitute(paste(alpha , " = 15 ", beta, " = 20")
), fill=c("dark orange"), Dbty="n")
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3.5 Paretove rozdelenie

Taliansky ekonom, Vilfréd Pareto, popisal jedno zo spojitych rozdeleni, a to Paretovo
rozdelenie. Na rozdiel od exponencialneho rozdelenia, jeho konvergencia k nule je pre
velké hodnoty pomalSia, ¢o je jedna z jeho vyhod.

Dobre popisuje situacie, pri ktorych malé hodnoty maju velka pravdepodobnost
vyskytu a ¢im vacsie hodnoty uvazujeme, tym je mensia pravdepodobnost, Ze nastani.
Casto sa pouziva na odhad katastrofickych udalosti, teda na menej pravdepodobné
javy, ktorych dopad vSak moze mat extrémne dosledky.

Existujui dve verzie parametrizacii tohto rozdelenia, americkd a eurépska. V tejto
praci sme zvolili americky typ z dovodu lepsej nazornosti a grafickému znazorneniu
hustoty pravdepodobnosti. V tomto pripade je totiz oborom hodnét interval (0, 00). V
americkej verzii Paretovho rozdelenia vystupuja dva parametre, a;, A, pricom A popisuje

umiestnenie, resp. posun grafu po osi  a « popisuje tvar grafu hustoty rozdelenia.

Definicia 3.14 Ndhodnd premennd ma Paretove rozdelenie s parametrami o > 0,

A > 0 vtedy, ked jej hustota pravdepodobnosti sa dd vyjadrit v tvare

r) = ¢ O+ 3.28
f(z) { 0 v <0 (3.28)

V tomto pripade piseme X ~ Par(a, \).
Veta 3.15 Momentovd funkcia Paretovho rozdelenia Par(a, \) je
Mx(t) = o0 pre Vt > 0. (3.29)

Veta 3.16 Nech X je ndhodnd premennd s Paretovym rozdelenim, X ~ Par(a,\).

Potom jej strednd hodnota je

A
E(X):a_l, ak a > 1, (3.30)
rozptyl
- N2
D(X) = R ak o > 2 (3.31)

a koeficient Sikmosti je

: ak a > 3. (3.32)

Dokaz.
Vzhl'adom na Vetu overime Vetu ({3.16)) vyuzitim vztahov (1.20)), (1.11]).
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Vezmime Tubovolné celé 1 < k < «. Potom vyuzitim substiticie y = =z + X a

binomického rozvoja mame:
oo
(0%
( A+ ) Y L oaotl T arrdr =a- A / a—l—l
A

P

k
+ (=DF AR (k> y~ Ty

E[X*] = a-X*

- o\g

(3.34)
Kedze pre r < —1 je
% r+1 70 _
/yrdyz !y - L
r+1], r+1
A
dostaneme
k )\k—a k )\k—a—l
EIX¥ = a- x> [=)° A ..
€ = o [2o) g+ () Tem
1 k 1 k 1
= R — _ -
“ {a—k (1) a—k+1+<2) a—k+2
E\ 1
—1)k. —.
b (1)s
(3.36)
Pre k =1,2,3 teda mame:
1 1
E[X] = a-)\-[ ——}
a—1 «
_ Ka>1 (3.37)
= -7 ak « .
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22
= k 2 .
@—1)(a=2) ak o > (3.38)
1 3 3 1
EIX3 = DL — -
[ } oA [a—?) a—2+a—1 a}
)\3
= 6 ak a > 3. (3.39)

(a—1)(a—2)(a—3)’

MoézZeme pristipit k overeniu charakteristik Paretovho rozdelenia uvedenych vo Vete
3.16|, Zactneme so strednou hodnotou. Pouzijeme vztah , ¢im sme overili vztah
(13.30)).

Dalsiu charakteristiku, rozptyl, overime na zaklade vztahu (1.14)), do ktorého dosa-

dime vyssie uvedené vztahy (3.37) a (3.38). A teda,

2\2 A >2_2)\2(a—1)—)\2(a—2) - A2

D(X) = - (

(a—1)(a—2) \a-1 (a—1)*(a —2) (—2) (a—1)%

Na zaklade vztahu (|1.18]) overime posledni charakteristiku, a to koeficient sikmosti.
Pritom vyuzijeme vztahy (3.37)), (3.38) a (3.39). Najskor si vyjadrime hodnotu citatela.

E[(X-EX)’] = E(X*)-3-E(X)-E(X? +2-E%(X)

- 6\’ P 2)2 Lo [
(@-Dio-2@-3 " a-1 {a-Da-2) = |[(a-1)
20 [6a — 6+ a® — 5o + 6]
(a—1)7° (a—2)-(a—3)
_ 2X3 - a- (a+1)
(@=1°(a=1)-(a=2)-(a—3)
Dosadenim dostavame:
2X3.a-(a4-1)
,Y(X) _ (a—1)%-(a—1)-(a—2)-(a—3) _ Q(Q + 1) a—9
a3 /a _ . i i
3(a2)(a_1)va_2 (@ —=3)-Va

Pre vykreslenie nasledujuceho Obrézka (3.5 sme k prvej premennej funkcie dpareto
pripoc¢itali hodnotu premennej vyjadrujtcej polohu grafu. Robili sme tak preto, lebo
v programe R je funkcia dpareto vytvorend na zéklade eurdpskej parametrizacie,
kdezto my sme vychédzali z americkej parametrizacie. Pritom sme pracovali s kniznicou

VGAM, kde je tato funkcia naprogramovana.
66




W A=01 a=04 N B A=01 a=4

10 15 20 25 30
|

5
|

0
0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.C

40
|
25

O A=07 a=20

20
|

0O A=01 a=10

30
|
10 15
|

10
|

e T T T T | e T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.C
o _ o
< (]
n _| - -
o | B A=07 a=60 & B A=07 =150
@ o
N
o _ o _]
N -
o
—

10
1
—
5
.
o

0
0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.C

Obrézok 3.5: Hustota Paretovho rozdelenia

Prislusny zdrojovy kod

library (VGAM)

par (mfrow=c (3,2), cex=0.79)

par (mar=c (2, 4, 2, 0.5))

curve(dpareto(x+0.1, 0.1, 0.4), col="purple", xlim=c(0.00000001, 1), ylim
=c(0.00000001, 4), lwd=4, axes=FALSE, xaxs="i", yaxs="i", ylab=NA)

axis (1)

axis (2)

legend (x=0.2, y=3.5, substitute (paste(lambda , " = 0,1 ", alpha, " =
0,4")), fill=c("purple"), bty="n")

curve(dpareto(x+0.1, 0.1, 4), col="red", xlim=c(0.00000001, 1), ylim=c
(0.00000001, 30), lwd=4, axes=FALSE, xaxs="i", yaxs="i", ylab=NA)

axis (1)

axis (2)

legend (x=0.2, y=27, substitute (paste(lambda , " = 0,1 ", alpha, " = 4")
), fill=c("red"), bty="n")

curve(dpareto(x+0.1, 0.1, 10), col="orange", xlim=c(0.00000001, 1), ylim=
c(0.00000001, 40), lwd—4, axes—FALSE, xaxs="i", yaxs="i", ylab=NA)

axis (1)

axis (2)

legend (x=0.2, y=35, substitute(paste(lambda , " = 0,1 ", alpha, " = 10"
)), fill=c("orange"), bty="n")

curve(dpareto (x+0.7, 0.7, 20), col="light blue", xlim=c(0.00000001, 1),
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ylim=c(0.00000001, 25), lwd=4, axes=FALSE, xaxs="i", yaxs="i", ylab=NA
)

axis (1)

axis(2)

legend (x=0.2, y=23, substitute (paste(lambda , " = 0,7 ", alpha, " = 20"
)), fill=c("light blue"), bty="n")

curve(dpareto (x+0.7, 0.7, 60), col="green", xlim=c(0.00000001, 1), ylim=c
(0.00000001, 40), lwd=4, axes=FALSE, xaxs="i", yaxs="i", ylab=NA)

axis (1)

axis (2)

legend (x=0.2, y=35, substitute (paste(lambda , " = 0,7 " alpha, " = 60"
)), fill=c("green"), bty="n")

curve(dpareto (x+0.7, 0.7, 150),col="brown", xlim=c(0.00000001, 1), ylim=c
(0.00000001, 30), lwd=4, axes=FALSE, xaxs="i", yaxs="i", ylab=NA)

axis (1)

axis (2)

legend (x=0.2, y=27.5, substitute (paste(lambda , " = 0,7 ", alpha, " =
150")), fill=c("brown"), bty="n")
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Zaver

V tejto praci sme sa venovali vybranym diskrétnym a spojitym rozdeleniam, ktoré
mozno vyuzit na modelovanie po¢tu a vysky poistnych plneni.

Uviedli sme odlisny, ale detailny spodsob vyjadrenia ich charakteristik, pricom sme
vyuzili momentovi a kumulantova vytvarajicu funkciu. Snazili sme sa pritom o pre-
hladnost a dostatocnu nazornost, aby bolo zrejmé, ako treba postupovat pri jednotli-
vych vypoctoch. Rovnako sme cheeli ukazat vyhodnost vyuzitia momentovej funkcie
na vypocet charakteristik rozdelenia, preto sme casto niektoré charakteristiky odvo-
dzovali aj dvakrat. Taktiez sme uviedli grafické znazornenie pravdepodobnosti/hustot
jednotlivych rozdeleni pre rézne volby ich parametrov. Prislusné obrazky sme vytvorili
v Statistickom programe R; prislusné zdrojové kddy su v préaci uvedené.

Cielom préce bola nazorna ukazka vypoctu velkosti charakteristik vybranych roz-
deleni. Je to doélezita cast pri vybere spravneho rozdelenia na popis empirickych udajov
a rozhodovani sa pri vybere spravneho modelu, ¢i uz pri modelovani poctu alebo vysky

poistnych plneni.
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