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1 Uvod

Cielom tohoto textu je oboznamit Citatela so zakladnymi pojmami potrebnymi

v §tudiu matematickej analyzy. P6jde najméa o skiimanie vlastnosti podmnozin
mnoziny vSetkych redlnych &isel, zavedenie pojmov supremum a infimum mnoziny

a pojmu hromadny bod mnoziny. V zéavere¢nych ¢astiach sa zaoberame postupnostami
redlnych ¢isel a zavedieme pojem limity postupnosti, ako jeden zo zédkladnych pojmov
matematickej analyzy. Ako ukaZzky vyuzitia tohoto pojmu uvidzame Cantorovu vetu a
definiciu stic¢tu nekone¢ného ¢iselného radu.

Text je urceny predovsetkym pre Studentov prvého ro¢nika matematiky v ucitel'skom aj
neuditelskom studiu. S mnohymi zavadzanymi pojmami sa Eitatel uz urcite stretol na
strednej Skole. Je ale dobré uvedomit si ich vzajomné sivislosti a dokladne si ich
premysliet.

A7 na jeden pripad (Propozicia 10) vyslovované tvrdenia dokazujeme. Koniec dokazu je
oznaceny symbolom &. Vynimku tvoria mimoriadne jednoduché tvrdenia, ktoré
prenechavame Citatelovi ako cvicenia. Aj v pripadoch, kedy je dokaz uvedeny v texte,
ale odportcame ¢itatelovi aby sa ontho aspon pokusil aj samostatne. Je mozné, Ze
najde aj iny postup, ako je tu uvedeny. Propozicie, rovnako ako definicie a cvi¢enia st
¢islované v celom texte priebezne.

Pozornost je treba venovat nielen definicidm a tvrdeniam (v texte oznacené ako
propozicie), ale aj komentujacemu textu. Casto s prave v fiom uvedené vysvetlenia
nevyhnutné pre pochopenie suvislosti. Ako pri kazdom matematickom texte, aj tu
odporucame, aby ¢itatel nepokracoval dalej, kym dokonale nepochopi precitané.
Idealnym spdsobom $tidia je ¢itanie sticasne s robenim si poznamok. Tak napriklad pri
kazdej definicii nového pojmu je vhodné, aby &itatel sam vymyslel niekolko objektov,
ktoré uvedeni vlastnost maju a tiez niekol'ko takych, ktoré ju nemaja. Podobne pri
propoziciach je dobré vSimnut si ich predpoklady a zamysliet sa, ¢i sit nevyhnutné

a preco. Pokial méa propozicia tvar implikacie, je uZito¢né pouvazovat, ¢i je pravdiva aj
obratena implikacia.

Pri §tidiu textu je mimoriadne vhodné pouzivat vhodné vizualizacie. Odporac¢am
Gitatelovi, aby si pri kazdej ivahe nakreslil obrazok. Je to mozné pri takmer vSetkych
definiciach, tvrdeniach a cvi¢eniach.

Text je sprevadzany niekolkymi cvideniami pocas vykladu a tiez dalsimi v osobitnej
Casti na zaver kazdej kapitoly. Ulohou cvieni vyrieSenych v texte je ilustracia



1 Uvod

diskutovanej témy a citatel by v ziadnom pripade nemal podlahnit klamnému dojmu,
ze tieto cviCenia st dostaCujice pre dokonalé zvladnutie problematiky. Na cvic¢eniach

v zéveroch kapitol si moZe Citatel overit spravne porozumenie preberanej téme. Niekedy
sa na tieto cvicenia odvolavame aj v texte, ich zvladnutie je teda takmer nevyhnutné.
Okrem nich je ale vhodné aj siahnut po $pecializovanych zbierkach tloh. Je pravda, Ze
snad az na limity postupnosti tu nejde o tlohy na rutinné pocitanie, na aké je asi
Citatel zvyknuty zo strednej S8koly. Namiesto algoritmickych postupov je potrebné ovela
vacSiu pozornost venovat dokladnému pochopeniu pojmov.

Na kurz tivodu do limitnych prechodov, ktorému je venovany tento text, nadvizuja
kurzy matematickej analyzy, kde sa s preberanymi pojmami pracuje do vicsej hibky.
Preto boli niektoré oblasti, najméa v ¢asti o limitach postupnosti zdmerne vynechané,
nakol'ko by ich zaradenie do tohoto textu netimerne zvac§ilo jeho rozsah, ¢im by sa
naopak znizil déraz na porozumenie zékladnych pojmov. Nezaoberame sa teda
$pecidlnymi limitami elementérnych funkcii, ani nezavadzame Eulerovu konstantu.
Podobne pri definicii su¢tu nekone¢ného radu neuvidzame Ziadne vlastnosti
nekonecnych radov. Na druhej strane, mnohé dokazy a komentéare st snad obsirnejsie
a zdlhavejgie, ako je to obvyklé. Ide o zamer, nakol'ko vidsina absolventov strednych
kol ma s matematickou argumentéciou len malé a casto aj ziadne skasenosti. Citatel
sa ale musi pripravit na to, ze v dalsom $tudiu sa bude v $pecializovanej matematickej
literature stretavat s ovela strucnej$imi formulaciami.

V poslednej ¢asti uvadzame niekolko odkazov na literattru, kde si Citatel moze
poznatky precvicit na tlohach alebo prehlbit. Ide iba o mala vzorku dostupnej
literatury, v ziadnom pripade nie o jej aplny zoznam.

Na zéaver tivodu sa chcem podakovat vSetkym, ktori prispeli ku vzniku tohoto textu. Su
to predovsetkym $tudenti ucitel'ského aj neuditel'ského studia matematiky na Fakulte
prirodnych vied UMB v Banskej Bystrici. Ich nejasnosti, chyby a otdzky v prvom roku
§tudia mi pomohli ujasnit si, ktoré oblasti si vyZzaduju podrobnejsie vysvetlenie.
Rovnako dakujem recenzentom, Doc. RNDr. Martinovi Kalinovi, CSc. a RNDr.
Pavlovi Kralovi, PhD. za dokladné precitanie textu a upozornenia na jeho nedostatky.

V Banskej Bystrici, 30. 1. 2016.

Vladimir Janis



2 Mnoziny a zobrazenia

Takmer vSetky pojmy v tejto kapitole budu ¢itatelovi zname uz zo strednej gkoly.
Po6jde hlavne o ich dékladnejSie ujasnenie, ale uvedieme aj niektoré nové vlastnosti
suvisiace s kone¢nymi a nekone¢nymi mnozinami.

2.1 Mnoziny a vztahy medzi nimi

Predpokladéame, Ze pojem mnoziny je z predchédzajiceho Studia intuitivne zrejmy
a nebudeme sa pokisat o jeho korektnu definiciu. Rovnako predpokladame, Ze
Citatelovi st zname operécie prieniku a zjednotenia mnozin, ako aj doplnok mnoziny.

V tomto texte sa budeme takmer vyluéne zaoberat podmnoZinami mnoziny vSetkych
realnych ¢&isiel ktora budeme oznacovat symbolom R. Ako obvykle, mnoziny budeme
oznacovat velkymi pismenami. Skutoc¢nost, Ze prvok z patri do mnoZiny A, zapisujeme
x € A. Prienik mnozin A, B oznac¢ujeme A N B, je to mnoZina vsetkych prvkov
patriacich stucasne do A aj B. Ich zjednotenie oznacujeme A U B, patria dofitho vetky
prvky patriace do aspon jednej z mnozin A, B. Na oznacenie prieniku vicsieho
kone¢ného poc¢tu mnozin Ay, Ao, ..., A, pouzivame zépis Ay N AsN---NA, =NZ_ Ay
(podobne pre zjednotenie), na oznacenie prieniku nekoneéného systému mnozin

Ay, Ay, ... symbol N2, Ay (takisto podobne pre zjednotenie). Ak ide o systém mnozin
{A,} s indexami v mnozine T', ich prienik oznacujeme NyerA,, podobne zjednotenie.
Doplnok mnoziny A sa obvykle oznac¢uje A’, ak je zrejmé, v akej mnoZine sa tento
doplnok uvazuje, alebo tiez X \ A ak chceme zdoraznit, Ze ide o doplnok v zékladnej
mnozine X.

MnoZinu ktora neobsahuje Ziadne prvky, nazyvame prazdnou mnoZinou a oznacujeme (.

Symbolom A C B zapisujeme Ze kazdy prvok mnoziny je sicasne aj prvkom mnoziny
B, teda mnozina A je podmnoZzinou mnoziny B. Takyto vztah sa nazyva (mnozinova)
inkltzia. Rovnost A = B nastéava prave vtedy, ked A C B a sucasne B C A. Na tomto
zéklade obvykle ukazujeme rovnost dvoch mnozin, teda dokadZeme obe inkluzie.
Skuto¢nost, ze A C B a sucasne A # B vyjadrujeme formuléciou, ze A je vlastnou
podmnozinou B.

Niektoré symboly zvykneme pouzivat pre isté Specidlne podmnoziny. Uvedieme
najdolezitejsie podmnoziny mnoziny vsetkych realnych ¢isel.
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Symbolom N oznacujeme mnozinu vSetkych prirodzenych ¢isel, teda N = {1,2,3,...}.
V niektorej literatiire sa aj nula povazuje za prirodzené ¢islo. Ide vylu¢ne o vec dohody
a v tomto texte nulu za prirodzené ¢&islo povazovat nebudeme.

Symbolom Z oznac¢ujeme mnozinu v8etkych celych ¢&isel, teda Z je zjednotenim
mnoziny vSetkych prirodzenych ¢isel, mnoziny vSetkych ¢isel k nim opaénych

a jednoprvkovej mnoziny obsahujicej nulu. (Vsimnite si, ze v zavere predchadzajicej
vety nemozeme napisat "... a nuly", pretoze nula je ¢slo a nie mnoZina, a teda
nemozeme s nim vykonavat operéciu zjednotenia.)

Symbol @ obvykle oznac¢uje mnoZinu v8etkych racionalnych ¢isel, teda ¢&isel, ktoré je
mozné zapisat ako podiel celého a prirodzeného éisla.

Na tejto Grovni zatial nie je mozné podat korektnu definiciu pojmu realne ¢islo, preto
budeme predpokladat isti intuitivnu znalost vychadzajicu zo skutoénosti, Ze kazdy
prvok ¢iselnej osi reprezentuje jedno redlne ¢islo. Mnozinu vSetkych realnych ¢isel
budeme oznacovat symbolom R a vzhladom na jej stotoZnenie s bodmi ¢iselnej osi
budeme ¢éasto pouzivat pojem bod ako synonymum pojmu realne ¢islo.

Namiesto tplnej definicie aspon v nasledujicom cviceni ukdZeme, Ze existuju redlne
¢isla, ktoré nie su racionélne.

Cvicenie 1 Ukdzeme, Ze ¢islo V2 nie je raciondlne.

Predpokladajme, Ze \/2 raciondlne je. V takom pripade sa podla definicie raciondlnych
¢isel dd zapisat ako zlomok %, kde p € Z,q € N. Zdroven predpokladdme, Ze tento
Zlomok je zapisany v zdkladnom tvare. Upravou rovnosti /2 = % dostdvame /2q = p.
Ak sa tieto dve ¢isla rovnaji, rovnaji sa aj ich druhé mocniny, teda 2¢* = p?. Odtialto
vidime, Ze cislo p? je pdrne. Preto aj p musi byt parne (ak by bolo nepdrne, jeho druhd
mocnina by bola tieZ nepdarna). MéZeme ho teda zapisat ako p = 2k, kde k € Z. Pri
tomto oznaceni md rovnost 2¢* = p? tvar 2¢* = (2k)? a teda 2¢*> = 4k*. Po vydeleni
dvomi dostdvame ¢* = 2k*. Tou istou wvahou, aki sme v tomto cvicens uZ pouZili,
zistime Ze aj ¢islo q je pdrne. To je vSak v rozpore s predpokladom, Ze zlomok % je

v zdkladnom tvare. Teda ¢islo \/2 nie je raciondlne.

Reélne cisla, ktoré nie sd racionilne, sa nazyvajui iracionalne. Pokuste sa podobnym
sposobom ukazat, ze ¢isla /3 alebo v/5 st iracionalne. Na zaklade tychto avah uz nie je
tazké ukazat, ze ak m je prirodzené &islo, tak y/n je bud prirodzené alebo iracionilne
(cvicenie 10).

Nakol'ko s istymi typmi podmnoZin R sa budeme stretavat pomerne ¢asto, je vyhodné
zaviest pre ne osobitné oznacenia. Ide najmaé o intervaly, ktoré mozu byt nasledujtcich
typov (v nasledujicom predpokladame a,b € R,a < b):
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e otvorené intervaly:
(a,b) ={z € Rja < z < b},
(a,00) = {x € R;a < x},
(—o00,a) ={z € R;z < a},
e polouzavreté intervaly:
[a,b) = {z € R;a < x < b},
(a,b] = {zx € R;a <z < b},
e uzavreté intervaly:
[a,b] = {x € R;a <x <b},
[a,00) ={z € R;a <z},
(—o0,a]l ={zr € Rz <a}.
Symbolu oo nie je treba pripisovat nijaky osobitny vyznam a moéZzeme ho chapat iba ako
stucast oznacenia prislu§nych mnozin.

Dolezitou vlastnostou realnych &isel je takzvana Archimedova vlastnost. Jedna z jej
verzii je takato: Ak si e, 2 Tubovolné kladné realne ¢isla, tak existuje prirodzené ¢islo n
také, Ze ne > .

2.2 Zobrazenia

Nech A, B st Tubovolné mnoziny. Pod zobrazenim mnoZiny A do mnoziny B
rozumieme priradenie, ktoré kazdému prvku mnoziny A priradi najviac jeden prvok
mnoziny B. Prikladom takého zobrazenia méze byt ¢islo cestovného pasu
(predpokladame, ze kazdy ob¢an Slovenskej republiky bud cestovny pas nema alebo ho
mé iba jeden). V tomto pripade tvoria mnozinu A vSetci ob¢ania Slovenskej republiky
mnozinu B vSetky prirodzené ¢isla. Uz na tomto priklade si mézeme vSimnut
miniméalne dve skuto¢nosti. Nie kazdy ob¢an Slovenskej republiky mé cestovny pas

a stucasne nie kazdé prirodzené ¢&islo je ¢islom niektorého cestovného pasu. Preto si
osobitne vSimneme zobrazenia s istymi $pecidlnymi vlastnostami.

Zaroven je dobré uvedomit si, Ze z formélneho hladiska moZeme zobrazenie z mnoZiny
A do mnoziny B chéapat tiez ako podmnozinu kartézskeho stuc¢inu A x B. Pripominame,
ze Ax B={[a,b];a € A,b e B}. Takto sa zobrazenie moze aj definovat. Prvky
mnoziny A sa nazyvaju vzory, prvky mnoZiny B sa nazyvaji obrazy.



2 MnoZiny a zobrazenia

Zobrazenia sa obvykle oznacuju malymi pismenami, pricom ak napriklad f je
zobrazenie z mnoziny A do mnoziny B, zapisujeme f: A — B. Ak sa prvok x € A
zobrazi na prvok y € B (teda dvojica [z, y] patri do zobrazenia f), zapisujeme

y = f(x). Teda y je obrazom vzoru x.

Prikladom zobrazenia z mnoziny R do mnoziny R je prevratend hodnota ¢isla, teda
zobrazenie dame predpisom f(z) = % Tu, rovnako ako v priklade o cestovnych pasoch,
nemé kazdy vzor svoj obraz. Konkrétne k nule neprislicha Ziaden obraz, nakol'ko
prevratend hodnota nuly neexistuje. V8imnime si teda tie prvky mnoziny A, pre ktoré
ich obraz existuje.

Definicia 1 Nech f : A — B je zobrazenie. MnoZinu vsetkijch tjch x € A pre ktoré
existuje ich obraz v zobrazeni f, nazgvame definicny obor zobrazenia f a oznacujeme

D(f).

Teda definiénym oborom zobrazenia z prikladu o ¢islach pasov st v8etci drzitelia
cestovného pasu Slovenskej republiky. Definiénym oborom zobrazenia f(z) = % je
mnozina R\ {0} a definiénym oborom zobrazenia g(x) = y/z je interval [0, 00).

V suvislosti s defini¢nym oborom je dobré prijat nasledujiicu konvenciu: Ak budeme
hovorit o zobrazeni z A do B, pripustame, Ze defini¢cnym oborom nemusi byt cela
mnoZina A, ale iba niektora jej podmnozina. Ak ale hovorime o zobrazeni mnoziny A
do mnoziny B (teda bez predlozky z), mame tym na mysli, Ze definicnym oborom
prisludného zobrazenia je cel4 mnozina A.

Podobne mozeme uvazovat aj o prvkoch mnoziny B. V priklade o pasoch sme videli, ze
nie kazdé ¢&islo je aj ¢islom cestovného pasu. Predpokladédme, Ze neexistuje cestovny pas
s ¢islom 1 a s istotou mozeme tvrdit, ze ani s ¢islom /3.

Definicia 2 Nech f : A — B je zobrazenie. MnoZinu vSetkijch tjch y € B pre ktoré
existuje © € A tak, Ze y = f(x) nazgvame obor hodnot zobrazenia f a oznacujeme H(f).

Vhodnéa volba predloZiek opat umozni odlisit situaciu, kedy je obor hodnét zobrazenia
podmnozinou mnoziny B a td, kedy sa jej rovna. V prvom pripade hovorime
o zobrazeni do mnoziny B, v druhom o zobrazeni na mnozinu B.

2.3 Injektivne a surjektivne zobrazenia

V&imnime si zobrazenie f : R — R dané predpisom f(z) = x2. Vidime, Zze D(f) = R,
H(f)=1[0,00). Mozeme teda povedat, Ze ide o zobrazenie mnoziny vsetkych realnych
¢isel na mnozinu vSetkych nezéapornych realnych ¢isel. Vlastnostou f, ktora si teraz
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v§imneme, je skuto¢nost, Ze dva rdzne vzory sa mozu zobrazit na rovnaky obraz,
Napriklad f(—3) = f(3) = 9, vo v8eobecnosti sa kazdé ¢islo a ¢islo k nemu opacéné
zobrazia na to isté ¢islo.

Niekedy nés moézu zaujimat zobrazenia, ktoré takato vlastnost nemaji. Napriklad aj
zobrazenie z prikladu o cestovnych pasoch by ju mat celkom iste nemalo — dvaja rozni
obcania Slovenskej republiky by nemali mat cestovné pasy s tym istym ¢islom.

Definicia 3 Zobrazenie sa nazyva injektivne, ak dvom réznym vzorom priradi dva
rézne obrazy.

Typickym prikladom injektivneho zobrazenia je zobrazenie, ktoré kazdému obcanovi
Slovenskej republiky priradi jeho rodné ¢islo. Prikladom zobrazenia, ktoré nie je
injektivne, je zobrazenie celého ¢isla na jeho ciferny sucet, nakol'ko existuju rozne ¢isla
s rovnakym cifernym suc¢tom. (Dokonca pre kazdy ciferny sucet je takychto ¢isel
nekonecne vela.)

Zobrazenia, najmé ak poCty prvkov mnoZin A, B nie su velké, mdZeme graficky
reprezentovat ako sustavu Sipok veducich od vzoru k jeho obrazu. Pri tejto
reprezenticii méZeme nazorne popisat injektivne zobrazenie ako také, v ktorom Ziadna
dvojica sipok s réznym zaciatonym bodom nema rovnaky koncovy bod.

Synonymom pre pojem injektivne zobrazenie je pojem prosté zobrazenie.

V stvislosti so skiimanim vlastnosti zobrazeni bude uzito¢ny aj nasledujtci pojem.
Definicia 4 Zobrazenie na mnoZinu sa nazjva surjektivne zobrazenie.

Prikladom surjektivneho zobrazenia ja zobrazenie z mnoziny vsetkych obcanov SR do
mnoZiny vSetkych obci v SR, ktoré kazdému obcéanovi priradi obec, kde mé trvalé
bydlisko. Predpokladédme pritom, ze v kazdej obci byva aspon jeden ¢lovek.

V dalsom budeme vyuZivat zobrazenia, ktoré s stucasne injektivne aj surjektivne. Pre
zjednodusenie formulécii preto aj pre ne zavedieme osobitné pomenovanie.

Definicia 5 Zobrazenie mnoZiny A na mnozZinu B, ktoré je injektivne a sucasne
surjektivne, sa nazyva bijektivne zobrazenie (bijekcia).

2.4 Ekvivalencia mnozin

Motivéciou pre tuto ¢ast je uloha zistit, ¢ maja dve dané mnoziny rovnaky pocet
prvkov. Pokial poéty prvkov v oboch mnoZinach nie st vel'ké, postup je jednoduchy.
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Zistime poc¢ty prvkov v oboch mnoZinach a tieto dve ¢isla porovndme. Ak st rovnakeé,
hovorime, Zze dané mnoziny maja rovnaky pocet prvkov. Tento postup je

z pochopitelnych pri¢in nepouZitelny pre nekoneéné mnoziny, ale uz aj pri koneénych
moZeme narazit na praktické problémy, ak st poéty prvkov v oboch mnoZinach prilis
vel'ké.

Ak je ale naSou ulohou iba zistit, & st po¢ty prvkov v oboch mnoZinach rovnaké, ale
nie je potrebné vediet aké, ponikaja sa aj iné moznosti. Uvedieme dva priklady, jeden
z oblasti urbanizmu, jeden z oblasti Zivocisnej vyroby.

Cvicenie 2 Na ulici si lampy poulicného osvetlenia na oboch strandch, v pdroch oproti
sebe. Tdto informdcia je postacujica na to, aby sme mohli tvrdit, Ze pocet lamp na
pravej a lavej strane ulice je rovnaky, bez toho, aby sme tento pocet zistovali.

Cvicenie 3 Vo dvoch ohraddch si hospoddrske zvieratd. Ak chceme zistit, ¢i si ich
pocty v oboch ohraddch rovnaké, mézZeme ich z nich vypiustat po dvojiciach, jedno

z jednej ohrady a druhé sucasne z druhej. Ak st po vypustend poslednej dvojice obe
ohrady prdzdne, pocty zvierat v nich boli rovnaké, inak nie.

Spoloénym rysom oboch uvedenych situécif je konstrukcia istého zobrazenia. V prvom
pripade lampe na jednej strane ulice priradime lampu stojacu oproti nej, v druhom
zvieratu vychadzajucemu z jednej ohrady zaroven vychadzajuce zviera z druhej ohrady.
Jednoduché dvaha ukazuje, Ze v pripade rovnakého poctu lamp a zvierat ide o bijekciu
a naopak, prave vlastnosti bijekcie zarucuju, ze v oboch mnozinach bude rovnaky pocet
prvkov. Preto uvedieme nasledujicu definiciu.

Definicia 6 Dve mnoZiny sa nazyvaji ekvivalentné, ak medzi nimi existuje bijekcia.

Je na mieste otazka, preco sa v definicii 6 zavadza pojem ekvivalentnych mnozin, ked
by snad bolo prirodzenejsie povedat, Ze prislusné mnoziny majt rovnaky pocet prvkov.
Toto by urcite bolo v poriadku, ak by sme sa obmedzili iba na kone¢né mnoziny.
Vsimnime si ale, Ze pojem bijektivneho zobrazenia je rovnako dobre mozné pouZit ako
pre konec¢né, tak aj pre nekoneéné mnoziny. A prave pri nekonecnych mnozinach by
pojem poctu prvkov posobil pomerne zvlaStne, preto uprednostiiujeme termin
ekvivalentné mnoziny.

Uz v predchadzajicom texte sme viackrat pouzili pojem konec¢nej a nekoneénej
mnoziny v nadeji, Ze Citatelovi st tieto pojmy intuitivne zrejmé. Poznamenajme iba, Ze
Definicia 6 nam ich umoziuje aj formélne korektne zaviest.

Definicia 7 MnoZina je konecnd, ak je prdazdna, alebo je ekvivalentnd mnoZine
{1,2,...,k}, kde k € N. MnoZina je nekonecnd, ak nie je konecnd.



2.4 Ekvivalencia mnozin
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Obr. 2.1: Bijekcia medzi bodmi kruznice (s vynimkou jedného) a bodmi priamky

Ako cvigenia odporicame ¢itatelovi podrobne dokéazat nasledujice tvrdenia (v tomto
texte ich budeme oznacovat slovom propozicia, v inych textoch sa mozete stretnut aj
s pojmami veta, pripadne teoréma).

Propozicia 1 KaZdda mnoZina je ekvivalentnd sama so sebou.

Propozicia 2 Ak je mnozina A ekvivalentnd s mnoZinou B, tak aj mnoZina B je
ekvivalentnd s mnoZinou A.

Propozicia 3 Ak je mnoZina A ekvivalentnd s mnoZinou B a mnoZina B je
ekvivalentnd s mnoZinou C, tak aj mnoZina A je ekvivalentnd s mnoZinou C.

Vo v8etkych troch pripadoch ide iba o najdenie vhodnej bijekcie.

Ak chapeme pojem ekvivalentnosti mnoZin ako zovSeobecnenie pojmu "mnoZiny

s rovnakym poc¢tom prvkov", dostaneme sa k vysledkom, ktoré z tohoto hladiska mozu
posobit do istej miery paradoxne. Tak napriklad mnoZina vSetkych prirodzenych &isel je
ekvivalentna s mnozinou v8etkych parnych prirodzenych &isel, aj ked by naivny pohlad
mohol napovedat, ze parnych &isel je iba "polovica". Staci ale uvazit zobrazenie

f(n) = 2n, ktoré je bijekciou mnoziny N na mnozinu vSetkych parnych prirodzenych
Cisel.

Inym mozno prekvapujicim tvrdenim je existencia bijekcie medzi vSetkymi bodmi
kruznice s vynimkou jedného a vSetkymi bodmi priamky. Téato bijekcia je zrejmé
z obrazku 2.1.

Vznik4 prirodzena otézka, ¢i existuje aj bijekcia medzi mnozinou vsetkych bodov
kruznice a mnozinou v8etkych bodov priamky. Odpoved prenechavame citatelovi, ako
navod uvadzame nasledujice cvicenie.
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Obr. 2.2: Bijekcia medzi uzavretym a polouzavretym intervalom

Cvicenie 4 Priklad bijekcie medzi mnoZinou vsetkyjch bodov tsecky a mnoZinou
vsetkijch bodov tsecky s viinimkou jedného koncového bodu. Toto zobrazenie si mozZeme
predstavit aj ako bijekciu medzi intervalmi [0,1] a (0,1] dané predpisom

£(0) =+ f(i):kil,kzz f@)=z ak xgg{;,kejv\{u}u{()}.

Zobrazenie ilustruje obrdazok 2.2.

Aj ked v tomto priklade i3lo o bijekciu medzi dvomi intervalmi rovnakej dizky,
predpokladame, Ze ¢itatel na zaklade podobnej tivahy dokaZe najst bijekciu medzi
Tubovolnym intervalom [a, b] a intervalom (¢, d]. Jednoduchou modifikiciou je mozné
najst aj bijekciu medzi intervalmi [a, b] a (¢, d).

Podobnym spdésobom sa da ukéazat aj bijekcia medzi intervalom [a,b) a intervalom

[c, 00). (Nakreslite si tsecku s intervalom [a, b) kolmo k polpriamke [c,00).) Mozeme
teda tvrdit, Ze medzi l'ubovolnou dvojicou intervalov existuje bijekcia. Na zaklade
existencie bijekcie medzi mnoZzinou R a vSetkymi bodmi priamky sa to isté d& povedat
aj o Tubovol'nej dvojici tseciek a polpriamok, ¢ uz obsahujucich koncové body alebo
nie. Vo v8etkych pripadoch teda ide o ekvivalentné mnoziny.

2.5 Spocitatelné a nespocitatelné mnoziny

Definicia ekvivalencie a priklady uvedené v predchadzajicej ¢asti moézu vyvolat otazku,
¢i nie sa v8etky nekonecné mnoziny navzijom ekvivalentné. Doteraz sme sa totiz

s dvojicou nekone¢nych a nie ekvivalentnych mnoZzin nestretli. Odpoved je zaporna, ako
uvidime neskdr v tejto Casti, nie v8etky nekonecné mnoziny st navzajom ekvivalentné.
Preto uvedieme nasledujicu definiciu:

Definicia 8 MnoZina sa nazijva spocitatelnd, ok je ekvivalentnd s niektorou
podmnoZzinou mnoziny vietkijch prirodzengch cisel. Inak sa nazjva nespocitatelnd.
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2.5 Spocitatelné a nespoditatelné mnoziny

Spocitatelné si teda v zmysle Definicie 9 vietky konetné mnoZiny, takisto aj prazdna
mnoZina. Spodcitatelna je aj mnoZina N, pretoZe je tiez podmmnoZinou mnoZiny N.

7 definicie vidime, Ze spocitatelné su tie mnoziny, ktorych prvky sa daji ocislovat
prirodzenymi ¢islami.

Cvicenie 5 UkdZeme, Ze Z, teda mnoZina vietkiyjch celyjch cisel, je spocitatelnd.
Vhodnou bijekciou je napriklad zobrazenie f : N — Z také, Ze f(1) =0, f(2n) = —n,
f(2n+1) = n pre vSetky n € N. Odporicame citatelovi dokladne si overit, Ze ide

o bijekciu.

Rovnaku vlastnost ma aj mnozina vSetkych racionalnych ¢isel.

Cviéenie 6 UkdZeme, Ze mnoZina vietkijch raciondlnych cisel je spocitatelndg. Pre
kazdé n € N nech A, je mnoZina vietkiyjch nezdpornijch zlomkov, kde sucet citatela

a menovatela v zdkladnom tvare je n a zlomkov k nim opacniyjch. Za zdkladny tvar nuly
budeme povazZovat zlomok % Teda napriklad

Alz 9 7A2: _171 7A3: _1717_272 7A4: _117_§7§ .
1 11 2°2° 1’1 33 11

Zrejme je kaZda z mnoZin A, koneénd a kaZdé raciondlne c¢islo sa vyskytuje v prave
jednej z nich (¢islo 7t je v mnoZine Ap1n). Proky tychto mnoZin ocislujeme
prirodzenymi ¢islami tak, Ze ¢islo v mnoZine Ay bude mat poradové cislo 1, ¢isla

v mnoZine Ay poradové ¢isla 2,3, ¢isla v mnoZine As poradové ¢isla 4,5,6,7 a tak dalej.
Tymto sposobom sme vytvorili bijekciu medzi N a zjednotenim mmnoZin A1, As, As, ...,
¢o je ale mnozina Q.

Ako teda vidime, mnoziny N, Z, Q st spocitatelné. Ako sme uviedli na zaciatku tejto
casti, ukdzeme priklad nekonecnej mnoziny, ktora nie je ekvivalentna s N, ¢ize je
nespocitatelna.

Takouto mnozinou je napriklad interval [0, 1]. Nespocitatelnost tejto mnoZiny ukazeme
sporom. Predpokladajme, Ze je spocitatelna. To by ale znamenalo, Ze v8etky jej prvky
moZzeme olislovat prirodzenymi ¢islami. Pri kazdom takomto oéislovani méZeme prvky
tohoto intervalu zoradit do nekone¢ného stipca tak, ze prvé &slo bude v prvom riadku,
druhé v druhom a tak dalej. Prikladom zadiatku takého stipca mézu byt ¢isla

0,38474638347498766 . ..
0,98787854664564533 ...
0,00280278937264463 . ..

atd.

11



2 MnoZiny a zobrazenia

UkéZzeme, 7e predpoklad o tom, Ze v takomto stipci st vietky ¢isla z intervalu [0,1], je
nespravny. Zostrojme takéto ¢islo: pred desatinnou ¢iarkou bude nula, na prvom mieste
za fiou bude ina &slica ako ta na prvom mieste v prvom &sle stipea (v nasom priklade
in& ako 3), na druhom mieste za ¢iarkou bude ina ¢islica ako ta na druhom mieste

v druhom ¢&isle stlpca (v nasom priklade ina ako 8), podobne tretia ¢islica za ¢iarkou
bude in4 ako 2 a tak d'alej. Takto dostaneme ¢islo v intervale [0, 1], ktoré sa v naSom
stlpci nenachadza, pretoze sa od kazdého z nich 1igi (od n-tého &sla na n-tom
desatinnom mieste). To je v spore s nasim predpokladom.

Popisany postup ma jedno slabé miesto. Je totiz zaloZeny na predpoklade, Zze ak maju
dve reélne Cisla rozny desatinny rozvoj, st navzajom rézne. Toto tvrdenie ale nie je
pravdivé. Tak napriklad zapisy 1,0 a 0,9 kde ¢iarka oznacuje periédu su sice rézne,
dokonca vo v8etkych desatinnych miestach, ale obe sa rovnaji, st to len rézne zapisy
¢isla 1. Mohlo by sa teda stat, ze ¢islo ktoré zostrojime, uz v stlpci bude, aj ked inak
zapisané. Tomuto sa vyhneme tak, Ze ¢islice v uvedenom postupe budeme volit tak,
aby neboli "susedné" k ¢islici, od ktorej maji byt rozne, teda ak je na n-tom mieste
n-tého ¢&isla ¢islica 9, do konstruovaného ¢éisla si na tomto mieste nezvolime 0 ani 8, ale
napriklad 5. Tak bude zarucené, ze vzniknuté ¢islo bude skuto¢ne rozne od kazdého
cisla v stlpci.

MoZzeme teda sformulovat nasledujice tvrdenie:
Propozicia 4 MnoZina R je nespocitatelnd.
Dokaz je zaloZeny na skutocnosti, Ze kazda podmnoZina spocitatelnej mnoziny je tieZ

spocCitatelna (podrobne si premyslite zdovodnenie).

Na zéklade stotoZnenia mnoziny R s mnozinou vSetkych bodov priamky (¢iselna os)
mozeme zaroven tvrdit, Ze aj mnoZina vSetkych bodov priamky je nespocitatelna.
Podobne, na zaklade tivah z kapitoly 2.4 st nespocitatelné vSetky intervaly a tsecky
kladnej dlzky.

Pri urc¢ovani spocitatelnosti a nespocitatelnosti mnozin moéze byt uzito¢né nasledujuce
tvrdenie.

Propozicia 5 Kartézsky sucin dvoch spocitatelngch mnoZin je spocitatelnd mnoZina.

Dokaz. Nech mnoZiny A, B si spocitatelné. Ak st obe konecné, je konecny aj ich
kartézsky sti¢in. Zaoberajme sa pripadom, kedy st obe nekone¢né. Je teda mozné ich
prvky oéislovat prirodzenymi Gislami a zapisat

A:{al,ag,ag,...}, B:{bl,bg,bg,...}.

12



2.6 Cvicenia

Ich kartézskym stcinom je mnozina A x B = {[am, by],m,n € N}. Tato moézeme
rozloZit na konecné podmnoZiny

Cr =A{lam,bn] € AX Bym+n=k},ke N

a tieto o¢islujeme podobne ako v cvideni 6, a teda mnoZina A x B je spoCitatelna.

Zostavajuci pripad, kedy je jedna z mnozin kone¢na a druha nekoneéna, sa ukaze
analogicky. &

2.6 Cvicenia

1.

2.

3.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Ak A, B, C st mnoziny, tak (AUB)NC = (ANC)U (BNC). Dokazte.
Ak A, B, C st mnoziny, tak (ANB)UC = (AU C) N (BUC). Dokazte.

Ak A, B st mnoziny, tak (AN B) = AU B', (AU B) = A’ N B'. Dokazte. Tieto
vztahy sa nazyvaju de Morganove rovnosti.

Ak A, B st mnoziny, tak (A\ B)U (B\ A) = (AU B) \ (AN B). Dokazte.

. Dokazte, 7ze ¢islo v/2 + v/3 nie je racionalne.

Dokazte, ze sucet, rozdiel, sucin a podiel (ak existuje) dvoch racionalnych ¢isel je
racionélne ¢islo.

Dokéazte, ze sucet, rozdiel, sicéin a podiel dvoch iracionalnych ¢isel moze ale nemusi
byt racionalne ¢islo.

Dokazte, Ze sticet racionalneho a iracionalneho ¢&isla je iracionélne ¢islo.

Dokazte, Ze sti¢in nenulového racionalneho a iracionalneho ¢isla je iracionalne &islo.
Dokazte, ze ak n je prirodzené &islo, tak y/n je bud prirodzené alebo iracionalne &islo.
Kolko roznych bijekeii existuje medzi dvomi koneénymi mnozinami?

Nech mnozina A ma m prvkov a mnozina B m4 n prvkov. Kol'ko roznych zobrazeni
f: A — B existuje? Kolko z nich je injektivnych a kolko surjektivnych?

Najdite predpis pre bijekciu medzi intervalmi [a,b) a (¢, d].
Dokazte, ze mnoziny [1,2) a [1,00) st ekvivalentné.

Dokazte, Ze mnozina v8etkych bodov polpriamky a mnoZina vS8etkych bodov priamky
su ekvivalentné.

13



2 MnoZiny a zobrazenia

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

14

Dokéazte, ze kazda nekonecna mnoZina obsahuje spocitatelni podmnozinu.

Dokézte, ze mnozina je ekvivalentna niektorej svojej vlastnej podmnozine préve
vtedy, ked je nekonecna.

Nech p, ¢ st prvocisla, p # q. Potom ,/p + ,/q je iracionalne ¢islo. Dokazte.

Dokéazte, ze medzi kazdymi dvomi réznymi redlnymi ¢islami sa nachadza aspon jedno
racionalne ¢islo a aspon jedno iracionélne ¢&islo.

Nech A je mnozina vSetkych dvojic tvaru [m,/n],m,n € N. Je A konetna,
spocitatelna alebo nespocitatelna?

Nech A je kone¢na mnozina, nech B je nespocitatelna. Nech C' je mnoZina vSetkych
zobrazeni z A do B. Je mnozina C kone¢né, spocitatelna alebo nespocitatelna?

Nech A je mnozina vSetkych ¢isel v intervale (0, 1), v ktorych dekadickom rozvoji sa
vyskytuju iba &islice 0 a 1. Zistite, & je mnozina A spoé&itatelna.

Je mnozina v8etkych polynomickych funkcif s celo¢iselnymi koeficientami
spocitatelna alebo nespocitatelna?



3 Supremum a infimum

Mnoziny, ktorymi sme sa zaoberali v predchédzajicej ¢asti, mohli byt Tubovolné. Aj
ked sme viackrat uvadzali ako priklady podmnoziny R, nevyuzivali sme Ziadne
Specialne vlastnosti redlnych ¢isel. V tejto ¢asti budeme hovorit iba o podmnozinach R.
Podstatnou vlastnostou mnoziny R, na ktorej budeme stavat nase tvahy, je skuto¢nost,
Ze ide o usporiadant mnozinu — ak a,b € R, tak nastane prave jedna z troch moZznosti:
a =b,a < b,b < a. (Neskor zistite, Ze pojem usporiadanej mnoziny je o nieco
vieobecnejsi.)

3.1 Ohranicené mnoziny

V&imnime si nasledujice podmnoziny R:
A:{—4;—1;%;\@; 7,13.2} D = (—o0;5]
B =12,9) E=Z
C={reQz>1} F={xeR2?>3}

Ak si tieto mnoziny predstavime na ¢iselnej osi, vidime jeden rozdiel medzi mnozinami
v lavom a pravom stlpci. Kym pri mnozinach A, B, C sa da najst nejaké realne éislo
tak, Ze vSetky prvky prislusnej mnoziny buda od neho vpravo, pri mnozinach D, F, F
to moZné nie je. Tuto vlastnost Specifikujeme v nasledujtcej definicii.

Definicia 9 Nech A C R. Ak existuje d € R tak, Ze pre vietky a € A je d < a, tak d sa
nazyva dolné ohranicenie mnoZiny A. MnoZina je zdola ohranicend, ak md aspoti jedno
dolné ohranicenie.

Dolnym ohrani¢enim mnoziny A je teda napriklad ¢islo —10, mnoziny B ¢&islo 0

a mnoziny C ¢&islo % Zaroven vidime, ze ak mé mnozina jedno dolné ohranicenie, mé
ich nekonecne vela, pretoze aj kazdé mensie ¢islo je tiez dolnym ohrani¢enim. Toto je
dovod, pre ktory nie je moZné zaviest Zziaden symbol pre dolné ohranicenie. Ak by sme
sa totiz dolné ohrani¢enie mnoziny A rozhodli oznacovat napriklad A,, dostali by sme
sa k absurdnym tvrdeniam, napriklad pre vysSie uvedent mnozinu B by platilo By = 0
a zéroven By =1, ateda 0 = 1.
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3 Supremum a infimum

Neostra nerovnost v definicii dolného ohranicenia znamena, Ze dolnym ohrani¢enim
mnoZiny moze byt aj jej prvok, napriklad v uvedenych mnozinach je ¢islo —4 dolnym
ohrani¢enim mnoziny A a ¢islo 2 je dolnym ohrani¢enim mnoziny B. Toto ale nie je
nevyhnutné, napriklad pri mnozine C' Ziaden jej prvok nie je jej dolnym ohrani¢enim.
Ak takyto prvok mnoziny existuje, nazyvame ho minimom danej mnoZiny. Minimom
mnoZiny je teda jej prvok, ktory je zaroven aj jej dolnym ohrani¢enim. Je zrejmé, Ze
ziadna mnozina nemdze mat dve rézne minimé. Minimum mnoZiny A oznacujeme
min A.

Uvedené tvahy mozeme zopakovat aj s opa¢nou nerovnostou, tu uvedieme iba prislusni
definiciu.

Definicia 10 Nech A C R. Ak existuje h € R tak, Ze pre vsetky a € A je h > a, tak h
sa nazyva horné ohranicenie mnoZiny A. MnoZina je zhora ohranicend, ak md aspot
jedno horné ohranicenie.

Podobne ako dolné, aj horné ohrani¢enie mnoziny A moze (ale nemusi) byt prvkom
danej mnoziny. Ak je, nazyva sa maximum mnoziny A a oznacuje max A.

Z mnoZzin uvedenych na zaciatku tejto ¢asti st zhora ohrani¢ené mnoziny A, B, D. Teda
mnoziny A, B st ohrani¢ené zdola aj zhora. O takychto mnozinéch hovori nasledujtuca
definicia.

Definicia 11 Mnozina je ohranicend, ak je ohranicend zdola aj zhora.

Zaujimava, aj ked iba po formalnej stranke, je otazka ohrani¢enosti prazdnej mnoZiny.
DA sa ukéazat, Ze () je ohrani¢ena, pricom Iubovolné realne &islo je jej dolnym aj hornym
ohrani¢enim. Stac¢i uvazit, Zze implikacia s nepravdivym predpokladom je pravdiva.
Uzito¢nejgie je ale nasledujtice tvrdenie.

Propozicia 6 Ak je mnoZina A zdola (zhora) ohranicend, ak B C A, tak aj B je zdola
(zhora) ohranicend.

Doékaz. Platnost tvrdenia ukdZeme pre zdola ohrani¢ené mnoziny, pre mnoziny
ohrani¢ené zhora sa ukaZze podobne. Nech d je dolné ohrani¢enie mnoziny A (takéto d
iste existuje, lebo A je zdola ohrani¢ena. Potom d je aj dolnym ohrani¢enim mnoZiny
B. Skuto¢ne, ak b€ B, takajbe A, atedad <b. &

Na zaklade Propozicie 6 je moZné sformulovat tvrdenie o ohrani¢enosti prieniku mnozin.

Propozicia 7 Ak je aspori jedna z mnozin A, B zdola (zhora) ohranicend, tak aj
mnozina AN B je zdola (zhora) ohranicend.
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3.2 Infimum mnoZiny

Dokaz. Platnost tvrdenia opét ukéZeme pre zdola ohrani¢ené mnoZiny. Zrejme
ANBC Aatiez AN B C B. Aspon jedna z mnozin A, B je vSak zdola ohranicen4,
a teda podla propozicie 6 je aj AN B zdola ohranicené. &

Pokial ide o zjednotenie mnoZzin, tu treba predpokladat ohrani¢enost u oboch z nich.

Propozicia 8 Ak su mnoziny A, B zdola (zhora) ohranicené, tak aj mnozina AU B je
zdola (zhora) ohranicend.

Dokaz. Znovu sa obmedzime na ohranic¢enost zdola. Nech d4 je niektoré dolné
ohranienie mnoziny A, nech dpg je niektoré dolné ohrani¢enie mnoziny B. Ozna¢me

d = min{da,dp}. UkdZeme, Ze d je dolné ohrani¢enie mnoziny AU B. Ak ¢ € AU B,
tak ¢ € A alebo ¢ € B. V prvom pripade je ¢ > d4g > d, v druhom ¢ > dp > d. Vidime
teda, ze AU B je zdola ohranicena. &

Pomerne ocividné je nasledujiice tvrdenie.
Propozicia 9 Kazdd konecnd mnoZina je ohranicend.

Doékaz. Pouzijeme metdédu dokazu matematickou indukciou vzhladom na pocet
prvkov mnoziny.

Ak je mnozina jednoprvkova, je ohrani¢end, pricom jej dolnym aj hornym ohrani¢enim
je jej prvok.

Nech k € N. Predpokladajme, Ze kazd4 k-prvkova mnozina je ohrani¢ené. Nech
mnozina A obsahuje k + 1 prvkov. Nech ag € A. Potom mnozina A\ {ag} obsahuje k
prvkov, a teda podla induk¢éného predpokladu je ohranicena. Nech d jej Iubovolné
dolné ohranicenie a h jej lubovolné horné ohranic¢enie. Ak d < ag < h, tak d, h su aj
dolné a horné ohranicenia mnoziny A. Ak ag < d, tak ag je dolné ohrani¢enie mnoziny
A a h jej horné ohrani¢enie. Ak h < ag, tak d je dolné ohranicenie mnoziny A a ag jej
horné ohranicenie. &

3.2 Infimum mnoziny

Pri tvahach o dolnom ohrani¢eni mnoziny sme videli, Ze dolné ohrani¢enie mnoziny do
tejto mnoziny moze a nemusi patrit. Interval (1,2) je zdola ohrani¢ena mnoZina, ale
Ziaden jej prvok nie je jej dolnym ohrani¢enim. Ak si v8imneme mnoZinu vSetkych jej
dolnych ohraniceni, vidime, Ze ¢islo 1 v nej ma istt Specificka dlohu, je to totiz
najvacsie dolné ohrani¢enie mnoziny (1,2).
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3 Supremum a infimum

Obr. 3.1: Infimum

Definicia 12 Najvicsie dolné ohranicenie mnoZiny A sa nazijva infimum tejto mnoZiny
a oznacuje inf A.

Nakol'ko sme v definicii zaviedli aj oznacenie pre infimum mnoZiny, v zmysle poznamok
za definiciou 9 je treba ukézat, Ze Zziadna mnozina nemoéze mat viac ako jedno infimum.
To je ale jednoduché — ak st dve dolné ohrani¢enia mnoziny roézne, musi byt jedno

z nich vicsie ako druhé, a teda to druhé (mensie) uz neméze byt najvacsie dolné
ohranicenie.

Dolezitou je otazka existencie infima. MnozZina, ktora nie je zdola ohrani¢ené, zrejme
infimum mat nemoze, nakol’ko nemé ziadne dolné ohranicenia, teda ani najvacsie. Z
praktickych dovodov sa nebudeme zaoberat ani infimom prazdnej mnoZiny. Zostavaju
teda neprazdne zdola ohrani¢ené mnoziny. Nasledujice tvrdenie je dosledkom
vlastnosti mnoziny vSetkych redlnych ¢&isel, ktorymi sa teraz nebudeme zaoberat, preto
ho uvedieme bez doékazu.

Propozicia 10 KaZdd neprdzdna zdola ohranicend podmnoZina R md infimum.
Pri overovani, ¢ isté ¢islo je alebo nie je infimom danej mnoZiny, je ¢asto vyhodné
uvedomit si, ze ag = inf A prave vtedy, ak

e qg je dolné ohrani¢enie mnoziny A, teda pre vietky a € A je ag < a,

e Ziadne &islo t vacsie ako ag uz dolnym ohrani¢enim mnoziny A nie je, teda pre
kazdé t > ag existuje a € A také, ze a < t.

Druhu vlastnost ilustruje obrazok 3.1 — ak sa od infima posunieme o Tubovolne maly
kusok doprava, vzdy sa najde aspon jeden prvok mnoZziny A vlavo od takto posunutého
bodu.

Nasledujtce tvrdenie objasiuje vztah medzi infimom a minimom mnoZiny.

Propozicia 11 Nech AC R, A# (. Ak m = min A, tak m = inf A.

Dokaz. Nech A C R, A # (), m = min A. Z definicie minima vyplyva, Ze m je dolné
ohrani¢enie mnoziny A. UkaZeme, Ze ide o najvicsie dolné ohranic¢enie. Nech t > m. V
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3.2 Infimum mnoZiny

mnoZine A sa ale nachadza prvok mensi ako ¢, tymto prvkom je m, pretoZe minimum
mnoziny je prvkom tejto mnoZziny. &

Opacné implikicia ale nie je pravdiva, mnozina méze mat infimum nie vSak minimum.
Prikladom takej mnoziny je interval (1,2). Pojem infima je teda z istého hladiska
jednoduchsi ako pojem minima, pretoze infimum mé kazda neprézdna zdola ohrani¢ena
podmnozZina R, kym minimum iba niektoré z nich.

Pouzitie definicie infima si ukdZeme na nasledujicom cvicend.

Cvi¢enie 7 Ukdzeme, Ze inf{Zt3;n € N} = 2.

Najgprv overime, Ze 2 je dolné ohranicenie danej mnoZiny. To znamend, Ze nerovnost

< 2n+ 3

2

n

must byt splnend pre vsetky prirodzené cisla n. Po ndsobeni oboch strdan nerovnosti
cislom n (je kladné, teda bez zmeny znamienka nerovnosti) dostdvame

2n<2n+3

a odtial po odcitani vijrazu 2n pravdivy vijrok 0 < 3. Vzhladom na to, Ze obe pouZité
dupravy boli ekvivalentné, je pravdivd aj pévodnd nerovnost. Cislo 2 je teda dolné
ohranicenie danej mnoziny.

Teraz dokdZeme, Ze ide o najvicsie dolné ohranicenie. Nech t > 2. UkdZeme Ze takéto
¢islo nemoze byt dolngm ohranicenim danej mnoZiny. Na to staci dokdzat, Ze ku
kaZdému takémuto t existuje prvok mnoZiny {%, n € N}, ktory je od neho mensi. Na
to staci ndjst prirodzené c¢islo n, pre ktoré bude splnend nerovnost

2n+3
n

< 1.

Po ndsobent (kladnym) c¢islom n dostdvame
2Zn+3 <in
a po odcitant vyrazu tn + 3 a Uprave mdme
(2—-t)n < -3.

Obe strany tejto nerovnosti vydelime vyrazom 2 — t, ktory je zdporny, pretoze t > 2.
Dostdavame

ne 5
2t

Staci teda vziat lubovolné prirodzené cislo n spliiajice tito nerovnost. Takéto n iste
existuje, pretoZe ku kaZdému redlnemu ¢islu existuje od meho vdcsie prirodzené éislo.
Pre takéto n bude splnend ekvivalentnd nerovnost Q"n—*'?’ < t, ¢o znamend, Ze t nie je
dolnym ohranicenim danej mnoZiny.
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3 Supremum a infimum

Niektoré vlastnosti infima mnoziny st uvedené v nasledujicich tvrdeniach.

Propozicia 12 Nech ) # B C A C R, nech A je zdola ohranicend. Potom
inf A <inf B.

Vsimnime si, Ze ohranienost zdola pri mnozine B nie je nutné v predpokladoch
tvrdenia uviest, pretoze ta vyplyva z ohrani¢enosti zdola jej nadmnoZiny A.

Doékaz. Nech st splnené predpoklady tvrdenia a nech inf A > inf B. To znamena, Ze
¢islo inf A nie je dolnym ohrani¢enim mnoziny B. Teda existuje by € B tak, Ze

by < inf A. Ale pretoze B C A, je aj by € A, a teda v mnozine A sa nachadza prvok
mensi ako dolné ohranicenie tejto mnoziny, ¢o nie je mozné. Nas predpoklad

inf A > inf B bol teda nespravny, ¢o znamend, ze inf A < inf B. &

Propozicia 13 Nech A,B C R, A # () # B, nech A je zdola ohranicend a nech pre
lubovolné b € B existuje a € A tak, Ze a < b. Potom inf A < inf B.

Podobne ako v tvrdeni 12, ani tu netreba v predpokladoch uvadzat, ze B je zdola
ohranicena.

Dokaz. Nech pri splneni predpokladov tvrdenia je inf A > inf B. To znamené, Ze inf A
nie je dolné ohranicenie mnoziny B. Existuje preto by € B tak, ze by < inf A. K tomuto
by ale podla predpokladu existuje ag € A tak, ze ag < by. Teda ag < by < inf A, ¢o je
ale v spore s tym, Ze inf A je dolné ohranifenie mnoziny A. &

3.3 Supremum mnoziny

Podobne, ako sme sa v predchadzajtcej casti zaoberali najvacsim dolnym ohranic¢enim,
vSimneme si teraz dualny pojem, teda najmensSie horné ohranic¢enie. Nakolko mnohé
ivahy buda aZ na smer nerovnosti rovnaké, budeme postupovat o nieco strucnejsie.

Definicia 13 Najmensie horné ohranicenie mnoZiny A sa nazijva supremum tejto
mnoZiny a oznacuje sup A.

Podobne ako pri infime, aj tu v konkrétnych situaciach obvykle overujeme skuto¢nost,
7e ag = sup A v dvoch krokoch:

e ag je horné ohrani¢enie mnoziny A, teda pre vsetky a € A je a < ay,
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3.4 Vlastnosti ohrani¢enych mnoZin

e Ziadne ¢islo ¢ mensie ako ag uz hornym ohrani¢enim mnoZiny A nie je, teda pre
kazdé t < ag existuje a € A také, ze a > t.

Tak ako mé kazdé neprazdna zdola ohrani¢enéd podmnozina R infimum, mé aj kazda
neprazdna zhora ohrani¢enéd podmnozina R supremum. Kym v8ak pri infime sme jeho
existenciu uviedli bez dokazu ako vlastnost mnozZiny R, existenciu suprema dokaZeme
korektnym spdsobom.

Propozicia 14 KaZdd neprdzdna zhora ohranicend podmnoZina R md supremum.

Dokaz. Nech A je neprazdna zhora ohrani¢enéd podmnozina R. Nech B je mnoZina
v8etkych hornych ohranic¢eni mnoziny A.

Zrejme B # (), pretoze A je zhora ohranic¢en4, teda ma aspoi jedno horné ohranicenie.
(Mnozina B je dokonca nekone¢nd, to vsak v tejto suvislosti nie je podstatné.)

Ukézeme, ze mnozina B je aj zdola ohrani¢en4, pri¢om jej dolnym ohranic¢enim je
Tubovolny prvok mnoziny A. Nech teda a € A. (Taky prvok existuje, pretoze A je
neprazdna.) Ak by a nebolo dolné ohrani¢enie mnoziny B, existovalo by b € B tak, Ze
b < a. To je ale v rozpore s tym, Ze b je horné ohrani¢enie mnoziny A.

Vidime, Ze B je nepréazdna a zdola ohrani¢eni. Podla propozicie 10 ma tato mnoZina
infimum. Pre zjednoduSenie zapisov ozna¢me ¢ = inf B. UkaZeme, Ze zéroven ¢ = sup A.

V prvom kroku dokézeme, Ze ¢ je horné ohrani¢enie mnoziny A. Ak by totiz nebolo,
existovalo by a € A tak, Ze a > ¢. Cislo ¢ je ale infimom mnozZiny B, o znamena, e
existuje b € B, b < a. Posledna nerovnost je ale v rozpore so skuto¢nostou, ze b je horné
ohrani¢enie mnoziny A. Teda ¢ je horné ohrani¢enie mnoziny A.

Zostava dokézat, Ze ¢ je najmensie horné ohrani¢enie mnoziny A. Nech t < ¢. Ak by ¢
bolo horné ohrani¢enie mnoziny A, patrilo by do B. Stucasne by bolo mensie ako
¢ = inf B, ¢o nie je mozné.

Tym sme ukézali, Ze c = sup A. &
3.4 Vlastnosti ohranicenych mnozin

Uk&Zeme si niektoré vlastnosti ohrani¢enych podmnozin R.
Propozicia 15 Nech A C R, A # (). Potom inf A < sup A.

Dokaz. Nech a € A (vzhladom na neprazdnost A asponi jeden takyto prvok existuje).
Na zaklade definicif infima a suprema je inf A <a <supA. &
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3 Supremum a infimum

V&imnime si, Ze ak mnoZina A obsahuje asponn dva rézne prvky, tak nerovnost
v predchadzajicom tvrdeni je ostra, teda inf A < sup A.

Propozicia 16 Nech A,B C R, A # () # B, nech pre lubovolné a € A,b € B je a <b.
Potom sup A < inf B.

Pouvazujte, preco sa v predpokladoch tohoto tvrdenia ni¢ nehovori o ohrani¢enosti
mnozin A, B. Porovnajte propozicie 13 a 16, nakreslite si v oboch pripadoch prislusné
mnoZiny na ¢iselnej osi.

Doékaz. Nech st splnené predpoklady tvrdenia a nech sup A > inf B. Ozna¢me

a = sup A. Z definicie infima a nerovnosti a > inf B vidime, Ze existuje by € B tak, ze
by < a = sup A. Z tejto nerovnosti a definicie suprema dostavame, Ze existuje ag € A
tak, Ze ag > by. To je ale v spore s predpokladom tvrdenia, ze Tubovolny prvok
mnoZziny A je mensi alebo rovnaky ako l'ubovolny prvok mnoziny B. &

Ak by sme v propozicii 16 predpokladali ostrii nerovnost medzi prvkami mnozin A, B,
aj tak by musela byt nerovnost medzi sup A a inf B neostra. Prikladom moézu byt
mnoziny A = (0,1), B = (1,2).

S tlohami podobnym nasledujicemu cvieniu sa da stretnut v réznych suvislostiach.

Cvicenie 8 Nech A, B st neprdzdne ohranicené podmnoZiny R. Nech
C={a+bjac Abec B},

teda C' obsahuje vietky sucty, kde prvy scitanec je z mnozZiny A, druhyj z mnoZiny B.
Potom mnoZina C je neprizdna a ohraniéend, pricom

inffC=infA+inf B, supC =sup A+ supB.

Neprdzdnost C priamo vyplyjva z neprdzdnosti mnoZin A, B. Ak zvolime lubovolné
ap € A, by € B, tak ag + by € C, cize C # ().

Ak ma byt C ohranicend, musi byt ohranicend zdola a zhora. UkdZeme, Ze je ohranicend
zdola, ohranicenost zhora sa dokdze rovnako.

Mnoziny A, B su ohranicené, teda su aj ohranicené zdola. Nech da je lubovolné dolné
ohranicenie mnoZiny A a nech dg je lubovolné dolné ohranicenie mnoZiny B. Nech c je
lubovolng prvok mnoZiny C. Potom ezistuji a € A,b € B tak, Ze c=a+b. Ale
a>da,b>dp, atedac>dag+dg a mnozina C je zdola ohranicend.

Mnozina C teda ma infimum. UkdZeme, Ze inf C' = inf A + inf B, rovnost pre supremum
sa ukdze podobne.
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3.5 Cvicenia

Nech c € C. Potom existuji a € A,b € B tak, e c=a+b. Ale a > inf A,b > inf B,
a teda ¢ > inf A+ inf B. To znamend, Ze ¢islo inf A + inf B je dolné ohranicenie
mnoziny C, a teda inf C' > inf A + inf B.

Aby sme ukdzali, Ze nastdva rovnost, musime vylicit nerovnost inf C' > inf A + inf B.
Predpokladajme, Ze tdto nerovnost je splnend. Oznacme

e =inf C — (inf A + inf B).

Podla ndsho predpokladu je € > 0. Podla definicie infima existuji ag € A,by € B tak, Ze

ap < inf A + % by < inf B + g

Z tijchto nerovnosti dostdavame

ap+ by <inf A+inf B4+ ¢ =inf C,

co je ale v spore s tym, Ze ag + by je prvok mnoZiny C, a teda nemdze byt mensi ako
infimum tejto mnoziny.

3.5 Cvicenia

10.

Nech A je ohrani¢ena podmnozina R. Potom existuje K > 0 také, Ze pre vsetky
a € A je |a] < K. Dokazte.

. Nech A = {n%_l,n € N}. Najdite inf A a sup A.
Nech A = {3” fn? 3. n € N}. Dokéite, Ze inf A = 3.

. Nech A = {328 n € N}. Dokaite, Ze sup A = 5.

nt2

. Nech A = {272+ 1 — 22, x € R}. Dokaite, ze sup A = 2.

Nech A = (0,1) N Q. Dokazte, Ze inf A =0,sup A = 1.

NaJdlte inf, sup, min a max (ak existuji) mnozin A = {4+ (—2)"n € N},
= {23 n e N},C={5"nc N}

2n 7
Nech A,B C R, # B C A, A je ohrani¢ena. Potom inf A < inf B < sup B < sup A.
Dokazte.

Nech A, B st neprazdne zhora ohrani¢ené podmnoziny R, nech ku kazdému a € A
existuje b € B je a < b. Potom sup A < sup B. Dokéazte.

Nech A, B st neprazdne zhora ohrani¢ené podmnoziny R. Potom je splnené rovnost
sup AU B = max{sup A,sup B}. Dokazte. Sformulujte a dokazte (ak je pravdivé)
podobné tvrdenie o prieniku.
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3 Supremum a infimum

11.

12.

13.

14.

24

Nech A C R, A # (), A je zdola ohrani¢ena. Nech B = {z € R; —x € A}. Potom
inf A = sup B. Dokaite.

Nech A C (0,10),A#(,B = {az,a € A}. Dokazte, Ze sup B = (sup 4)2.

Nech A je neprazdna zdola ohrani¢ena podmnozina R, nech c¢ je kladné &islo a nech
B = {ca,a € A}. Potom inf B = cinf A. Dokazte.

Nech A je ohrani¢ena neprazdna podmnoZina R, nech B C R, B # (). Nech ku
kazdému b € B existuja a1, as € A tak, Ze a1 < b < ay. Potom
inf A <inf B <sup B < sup A. Dokazte.



4 Otvorené a uzavreté mnoziny

Obsahom tejto Casti je skiimanie niektoych vlastnosti mnozin realnych ¢isel, ktoré
stuvisia s pojmom vzdialenosti. Takéto vlastnosti sa nazyvaju metrické a neskor sa
stretnete aj s ich zovSeobecneniami pre iné struktury, akymi st metrické a topologické
priestory.

4.1 Okolie bodu

Pojem okolia bude pre d'alsie uvahy podstatny. Skor ako ho vysvetlime, doplnime
mnozinu R o dva prvky, ktoré ozna¢ime symbolmi —oo a co. Tieto symboly sa niekedy
nazyvaju nevlastné body mnoziny R (¢iselnej osi), na rozdiel od redlnych ¢isel, ktré sa
nazyvaja vlastné body mnoziny R (¢iselnej osi). Mnozinu R* = R U {—o0, 00}
nazyvame rozsirenou mnozinou realnych ¢isel. Poznamenajme, Ze s tymito prvkami
nezavadzame ziadne aritmetické operécie, teda nevystupuji v ziadnych séitaniach,
odc¢itaniach, nésobeniach, deleniach a podobne. Zavedieme pre ne iba relaciu
usporiadania takymto spésobom: Ak a € R, tak —oco < a < o0, —00 < o0.

Teraz zavedieme pre prvky mnoziny R* pojem okolia, osobitne pre vlastné a nevlastné
body.

Definicia 14 Nech a € R,e > 0. Okolie bodu a s polomerom € je mnoZina
O:(a) = (a—¢e,a+¢).
Okolie bodu oo s polomerom e je mnoZina Og(00) = (f oo)

Okolie bodu —oo s polomerom € je mnoZina Og(—o0) = (foo, —7).

Pojem okolia je intuitivne zrejmy pre vlastné body. Zmysel zlomku % v okoliach
nevlastnych bodov vyplynie z nasledujiiceho tvrdenia.

Propozicia 17 Ak a € R*, tak Oy(a) € Og(a) prave vtedy, ked 0 < o < 5.

Doékaz tvrdenia je jednoduchym cvi¢enim, ako pre a vlastné, tak nevlastné.
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4 Otvorené a uzavreté mnoziny

Ak uvazime, 7e pre a,b € R ¢islo |a — b| vyjadruje vzdialenost medzi bodmi a, b na
¢iselnej osi, tak zapis € O.(a) znamena |z — a| < e.

Nasledujtce tvrdenie budeme viackrat vyuzivat v dalsom texte.

Propozicia 18 Nech a,b € R*,a #b. Potom existuji o, 8 > 0 tak, Ze
Ou(a) NOg(b) = 0.

Doékaz. Ak a,b € {—o00,00}, tak tvrdenie je splnené pre Tuovolné kladné «, 3,
nakol'ko jedno z tychto okoli obsahuje iba zaporné ¢isla, druhé iba kladné ¢isla a ich
prienik je prdzdna mnozina.

Nech a € R,b = c0. Ak a < 0, tak a mo6ze byt Tubovolné kladné &islo také, ze € < |af
a # moze byt Tubovolné kladné ¢islo. Potom O, (a) obsahuje iba zaporné ¢isla, Og(b)
obsahuje iba kladné ¢isla a ich prienik je prazdny. Ak a > 0, tak vezmeme napriklad
a=1,p= a%rl Potom Oq(a) = (a —1,a+1),03(b) = (a + 1,00) a tieto okolia maju
prazdny prienik.

Nech teraz a,b € R,a #b. Zvolme o = f§ = @. Zrejme je toto Cislo kladné. Potom

o=t o)
- a

2 7 2
a—b a—b
030) = (b b+ 8) = o 12y 100
Ak a > b, tak pravy koncovy bod Oq(a) je rovnaky ako Iavy koncovy bod Og(b),

naopak ak a < b, tak lavy koncovy bod Oq(a) je rovnaky ako pravy koncovy bod Og(b).
(Presvedéte sa o tom.) V oboch pripadoch maji tieto mnoZiny prazdny prienik. &

Oq(a) = (a—a,a+a) = (a ),

b+

Okrem okoli bodov budeme pouzivat aj prstencové okolia definované nasledujicim
sposobom.

Definicia 15 Nech a € R,e > 0. Prstencové okolie bodu a s polomerom € je mnoZina
02(a) = O:(a) \ {a}. Prstencové okolia neviastnych bodov si O2(c0) = O (00)
a 02(—00) = O (—00).

Zrejme aj pre prstencové okolia st splnené tvrdenia analogické propoziciam 17 a 18.

4.2 Otvorené mnoziny

Nech a,b € R*. Vsimnime si otvoreny interval (a,b). Ak ¢ € (a,b), tak existuje okolie
Oc(c) tak, ze Oc(c) C (a,b). Za polomer takéhoto okolia staci vziat mensie z ¢isel
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4.2 Otvorené mnozZiny

¢ —a,b— c. Teda otvoreny interval s kazdym svojim prvkom obsahuje aj nejaké jeho
okolie. Takuto vlastnost napriklad uzavreté intervaly nemaju, nie je mozné najst okolie
bodu a € R, ktoré by bolo podmnoZinou intervalu [a, b]. Na druhej strane, nielen
otvorené intervaly tuto vlastnost maji, mé ju aj mnozina (1,2) U (3,4), ktoré otvoreny
interval nie je. M4 teda zmysel sformulovat nasledujtcu definiciu.

Definicia 16 Nech A C R. MnozZina A je otvorend, ak pre kaZdé a € A existuje € > 0
tak, zZe Oz(a) C A.

7 predchédzajucich avah vyplyva, ze kazdy otvoreny interval je otvorend mnozina,
rovnako aj konecné zjednotenie otvorenych intervalov. Jednoduchym cvi¢enim

z matematickej logiky je dokaz, Ze aj prazdna mnoZina je otvorend, staci uvazit, Ze
implikacia s nepravdivym predpokladom je pravdiva.

Nasledujtca veta ukazuje, ze v predpoklade kone¢nosti v tivahe o otvorenosti
zjednotenia otvorenych intervalov sme boli zbytoc¢ne opatrni.

Propozicia 19 Zjednotenie lubovolného systému otvoreniyjch mnoZin je otvorend
mnozina.

Doékaz. Nech I' je lTubovolnd mnozina a nech pre kazdé v € I' je A, otvorena
podmnozina R. Nech A = U,crA,. O tejto mnozine ukézeme, Ze je otvorena.

Nech a € A. Potom existuje v € I' tak, ze a € A,. MnozZina A, je otvorend, preto
existuje € > 0 tak, ze O.(a) € A,. Nakolko A, C UyerA, = A, dostavame O.(a) C A
a teda mnoZina A je otvorena. &

V predchadzajicom dokaze stoji za povSimnutie zapis zjednotenia systému mnozin. Ak
by sme ho zapisali ako USC A, iSlo by o zjednotenie 41 U Ay U---U A, U..., iSlo by
o zjednotenie spocitateIného systému Ay, As, ..., Ag,.... Tvrdenie 19 v8ak hovori

o zjednoteni I'ubovolného systému mnozin, mnoZina indexov I' moZe ale nemusi byt
spocitatelna.

Po tvrdeni o otvorenosti zjednotenia otvorenych mnozZin je na mieste podobné otazka
pre prienik. Ako uvidime, tu je potrebny ovela silnejsi predpoklad.

Propozicia 20 Prienik dvoch otvorengch mnoZin je otvorend mnozina.

Dokaz. Nech A, B si otvorené podmnoziny R. Ak st disjunktné, ich prienik je
prazdna mnoZina, ktora je otvorena. Nech teda AN B # (). Nech ¢ € AN B. Potom
¢ € A asucasne ¢ € B. Obidve tieto mnoziny su otvorené, ¢o znamena, ze existuju
okolia Oy (c) C A,Op(c) € B. Nech v = min{«, 8}. Zrejme v > 0. Pritom
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4 Otvorené a uzavreté mnoziny

O+(c) € Oq(c) C A, Oy(c) C Og(c) C B, teda O,(c) € AN B. Tym sme ukézali, ze
mnoZina A N B je otvoreni. &

Tvrdenie 20 sa matematickou indukciou déa zovseobecnit na I'ubovolny koneény systém
mnoZin. MdZeme teda tvrdit, Ze prienik Tubovolného kone¢ného systému otvorenych
podmnozin R je otvorena mnozina.

Predpoklad kone¢nosti sa tu neda obist, ako ukazuje nasledujtice cvicenie.

CvicCenie 9 Prienik nekoneéného systému otvoreniyjch mnoZin nemusi byt otvorend
mnozina.

Nech pre kazdé n € N je A, = (—%, %) Kazzdd z tyjchto mnoZin je otvorend, ale

N 1 Ap, = {0}, co nie je otvorend mnozina.

4.3 Hromadny bod

(="

n

V&imnime si mnozinu A = { ineN } Ak si jej prvky vyznacime alebo aspon
predstavime na &iselnej osi, vidim, Ze nula méa k mnozine A pomerne Specidlny vztah. V
kazdom okoli nuly existuje prvok mnoziny A rozny od nuly. Tato vlastnost sa da eSte
stru¢nejsie vyjadrit pomocou pojmu prstencové okolie: v kazdom prstencovom okoli

nuly sa nachadza aspon jeden prvok mnoziny A.

Definicia 17 Nech A C R,a € R. Bod a je hromadny bod mnoziny A, ak pre kazdé
e>0je O%a)NA#0D.

V zmysle definicie je teda v kazdom prstencovom okol{ hromadného bodu mnoziny
aspon jeden jej prvok. Ako ukazuje nasledujtice tvrdenie, je ich tam dokonca nekoneéne
vela.

Propozicia 21 Nech A C R,a € R. Ak a je hromadny bod mnoZiny A, tak pre kaZdé
e > 0 je mnozina O2(a) N A nekonecénd.

Doékaz. Predpokladajme Ze existuje € > 0, pre ktoré je O2(a) N A kone¢na. Oznacme jej
prvky ai,ag,...,a;. Cisla |a — ai|,|a — ag|,...,|a — ag| st kladné, pretoze ide o prvky
z prstencového okolia, ¢ize rézne od a. Oznaéme najmensie z nich a. Zrejme o < €.

Nakol'ko a je hromadny bod mnoziny A, v prstencovom okoli O2(a) sa nachadza aspon
jeden prvok mnoziny A. Ozna¢me tento prvok ag. Potom ale ag € O2(a), ¢o je v spore
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4.4 Uzavreté mnoziny

s tym, Ze v tomto prstencovom okoli neexistuje bod mnoziny A vzdialeny menej ako «

od a. &

Ako sme videli v tivodnom priklade tejto ¢asti, hromadny bod mnoZiny nemusi byt jej
prvkom. Ze nim byt moze, vidime na priklade intervalu (0, 1), v ktorom je kazdy prvok
jeho hromadnym bodom (a okrem nich aj ¢isla 0 a 1).

Z tvrdenia 21 tiez vyplyva, Ze kone¢na mnozina nemé Ziadne hromadné body. Ak by
totiZ a bol hromadny bod kone¢nej mnoziny A, tak A by musela obsahovat nekone¢nu
podmnozinu O2(a) N A, ¢o nie je mozné. Teda ak mé& mnozina hromadny bod, musi byt
nekonecna.

Samotna nekone¢nost mnoziny ale k existencii jej hromadného bodu nestaci, napriklad
mnozina vSetkych celych ¢isel je nekone¢né, ale hromadny bod v R nemé.

Ak by sme vSak v definicii 17 pripustili a € R*, teda hromadnym bodom mnoZiny by
mohol byt aj nevlastny bod, tak mnoZina Z by hromadné body mala, boli by nimi oba
nevlastné prvky. Preto sa pri uré¢ovani hromadnych bodov treba uistit, ¢i ide iba

o hromadné body v R, alebo ¢& pripustame aj nevlastné hromadné body.

4.4 Uzavreté mnoziny

V predchadzajicej ¢asti sme videli, Ze mnoZina nemusi obsahovat (niektoré) svoje
hromadné body. Ak ich obsahuje vSetky, mé isté doélezité vlastnosti, ¢o je doévod, pre
ktory je vhodné zaviest pre takéto mnoziny osobitny néazov.

Definicia 18 MnozZina v R je uzavretd, ak obsahuje vietky svoje hromadné body.
Ukézeme, Ze uzavrety interval je uzavretd mnozina.

Cvicenie 10 UvaZujme o intervale [0,1]. Na zdklade tivah z predchddzajicej casti
vidime, Ze jeho hromadnymi bodmi siu vsetky jeho prvky. UkdZeme, Ze okrem mich uZ
tento interval Ziadne iné hromadné body nemd.

Nech a < 0. Potom O°,(a) N[0,1] =0, a teda a nie je hromadny bod intervalu [0, 1].
Podobne ak a > 1, tak O%_(a) N [0,1] =0, teda ani takéto a nie je hromadny bod
intervalu [0, 1].

To znamend, Ze interval [0,1] je uzavretd mnoZina.

V predchédzajtcej ¢asti sme si ukazali, Ze koneénd mnoZina neméze mat hromadny
bod. Ak si podrobnejgie vSimneme podmienku uzavretosti v definicii 18, vidime, Ze ju
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4 Otvorené a uzavreté mnoziny

moZeme Citat aj takto: Ak je a hromadny bod mnoziny A, tak a € A. Ak je tato
implikacia splnena pre kazdé a € R, mnozina A sa nazyva uzavretd mnozina. Pretoze
ziadne realne ¢islo nie je hromadnym bodom kone¢nej mnoziny, je predpoklad tejto
implikécie pre kazdé a € R nepravdivy, a teda implikacia je pre kazdé a € R pravdiva.
To znamena, Ze kazda kone¢na mnozina je uzavreta. Podobnou tvahou sa ukaze, Ze aj
prazdna mnoZina je uzavreta.

Vs&imnite si, Ze prazdna mnozina je stcasne otvorena aj uzavreté, rovnako ako samotna
mnoZina R. Naopak napriklad mnoZina (0, 1] nie je ani otvorena ani uzavreta. Vztah
medzi otvorenymi a uzavretymi mnozinami objasiuje nasledujtce tvrdenie.

Propozicia 22 PodmnoZina mnoZiny R je uzavretd prdve vtedy, ked jej doplnok je
otvorend mnozina.

Dokaz. Ide o ekvivalenciu, dokdZeme teda obe v nej obsiahnuté implikacie.

Nech A C R, A je uzavreta. DokdZeme, Ze mnozina R\ A je otvorena. Nech x € R\ A.
Nakol'ko A je uzavreta, nemoze byt x jej hromadny bod, ak by bol, musela by ho
obsahovat. Teda existuje prstencové okolie O2(z) s vlastnostou O2(z) N A = 0. Ak
uvazime Ze navyse aj x ¢ A, tak aj O:(z) N A = 0. To ale znamen4, 7e O.(z) C R\ A
a teda R\ A je otvorena mnozina.

Naopak nech A C R, R\ A je otvorena. UkaZeme, Ze A je uzavreta. Nech x je
hromadny bod mnoziny A. Ak by bolo 2 prvkom R\ A, tak by existovalo na zéklade
definicie 16 jeho okolie O.(z), pre ktoré by bolo O.(x) C R\ A. Potom ale
O:(x)NA =10 atym skor O2(z) N A = (). To ale znamena, Ze = nie je hromadny bod
mnoziny A, ¢o je v spore s nasim predpokladom. Teda mnoZina A je uzavreta. &

Toto tvrdenie spolu s tvrdeniami 19 a 20 nam poskytuji nasledujice désledky.
Propozicia 23 Zjednotenie dvoch uzavretijch mnozZin je uzavretd mnozina.

Propozicia 24 Prienik lubovolného systému uzavretijch mnoZin je uzavretd mnoZina.

Jednou z vlastnosti neprazdnych uzavretych ohrani¢enych mnozin je, Zze obsahuju svoje
infimum a supremum, maji teda minimum a maximum. Toto tvrdenie dokdZeme pre
infimum, dokaz pre supremum je analogicky.

Propozicia 25 Nech A C R, A # (), A je uzavretd a zdola ohranidend. Potom
inf A € A.
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4.5 Cvicenia

Dokaz. Nech s splnené predpoklady tvrdenia a nech inf A ¢ A. Ak € > 0, tak existuje
a € A tak, 7ze a < inf A + . Zrejme inf A < a, rovnost ale vzhladom na predpoklad
inf A ¢ A nemoze nastat. Teda inf A < a < inf A + ¢, ¢o ale znamené, ze a € O2(inf A)
a teda O2(inf A) N A # (. Tato tvahu mozeme urobit pre Tubovolné kladné ¢, a teda
inf A je hromadny bod mnoZiny A. Nakolko A je uzavreta, musi tento hromadny bod
byt jej prvkom, ¢o je ale v spore s nasim predpokladom. &

4.5 Cvicenia
1. Na zaklade definicie otvorenej mnoziny dokazte, Ze doplnok kazdej konefnej mnoziny
v mnozine R je otvorend mnozina.

2. Dokézte, Ze kazda ohrani¢ena otvorena podmnoZzina R je spocitatelnym zjednotenim
disjunktnych otvorenych intervalov.

3. Nech A= {1:n e N} U{0}. Dokazte, ze A je uzavretd mnozina.
4. Dokazte, Ze ziadna neprézdna podmnozina ) nie je v R otvorené ani uzavreta.

5. Dokazte alebo vyvratte: Ak A je nekonecna zdola ohraniGena mnozina, tak inf A je
jej hromadny bod.

6. Dokazte alebo vyvratte: Ak c¢ je hromadny bod mnozin A a B, tak ¢ je hromadny
bod mnoziny AN B.

7. DokaZte, ze mnozina vietkych hromadnych bodov Tubovolnej podmnoziny R je
uzavreta.

8. Néjdite vietky hromadné body mnoziny {(—1)" + (—1)"*1;n € N}.
9. Najdite vSetky hromadné body mnoZiny (0,1) N Q.

10. Najdite systém neprazdnych ohrani¢enych uzavretych podmnozin R tak, aby ich
zjednotenie bola otvorena mnozina.

11. Nech A C R, A obsahuje svoje infimum a supremum. Musi byt potom A uzavreta?

12. Dokazte, ze kazda uzavreta podmnozina R je prienikom systému otvorenych
podmnozin R.
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5 Postupnosti realnych cisel

Pojem limity ma kl'i¢ové miesto v prechodoch medzi koneénymi a nekone¢nymi
mnozinami. Si na hom zaloZené podstatné pojmy matematickej analyzy, akymi st
napriklad spojitost, derivicia alebo integral. Postupne sa stretnete s limitou v roéznych
stuvislostiach, avSak z metodologického hladiska je asi najjednoduchs$im pripadom limita
Ciselnej postupnosti. Aby sme sa fiou mohli zaoberat, je potrebné mat dobry prehlad

o samotnych postupnostiach.

5.1 Postupnost

V casti 2.2 sme sa zaoberali zobrazeniami medzi Tubovolnymi mnoZinami. Teraz si
vsimneme iba jeden $pecidlny pripad, a to ten, ked mnoZinou vzorov bude N, teda
mnozina vSetkych prirodzenych ¢&isel.

Definicia 19 Zobrazenie f : N — A sa nazyva postupnost prokov mnoZiny A.
Jednoduché priklady postupnosti st v nasledujicich cvi¢eniach.

Cvicenie 11 Nech A = {x,y}, nech postupnost f : N — A je dand predpisom
fQ2k) =y, f(2k — 1) =,k € N. Teda kazdému nepdarnemu prirodzenému ¢islu
priradime pismeno x, kaZdému pdrnemu prirodzenému ¢islu priradime pismeno y. CiZe

F(1) =2, f(2) =y, f(3) = x, f(4) = y a tak dalej.

Cvicenie 12 Nech P je mnoZina vsetkyjch prvocisel, nech f: N — P je zobrazenie,
ktoré prirodzenému ¢islu n priradi n-té nagmensie prvocislo. Teda f(1) =2, f(2) = 3,

F(3)=5,f(4) =7, f(5) =11,...

CvicCenie 13 Ak hdadZeme kockou a zapisujeme si ¢isla, ktoré padli, dostavame tak
postupnost ¢isel z mnoziny K = {1,2,3,4,5,6}. (Tento priklad je znacne nerealisticky,
pretoze v 1iom predpokladdme nekonecnij pocet hodov, v skutocnosti aj ti nagjtrpezlivejsi
vrhadi kociek nevytvoria postupnost, ale iba zobrazenie f : {1,2,...,n} — K, ktoré
moZeme reprezentovat usporiadanou n-ticou.)
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5 Postupnosti realnych cisel

Vsimnime si predchadzajtce cvi¢enia z viacerych hladisk.

Aj ked sa ¢asto budeme zaoberat pripadom, kedy mnoZzina A z definicie 19 bude
podmnozinou R, teda postupnostami redlnych &isel, cvi¢enie 11 ukazuje, Ze to tak byt
nemusi (a ani nebude, napriklad v Casti 6.4 sa budeme zaoberat istou postupnostou
intervalov).

Cvicenie 13 zasa ukazuje nespravnost predpokladu, Ze jednotlivé prvky postupnosti
musia podliehat uréitému pravidlu.

Z&apis postupnosti je mozné vyrazne zjednodusit. Ak vieme, Ze hovorime o postupnosti,
stadi uviest jej hodnoty, pretoZe vzor je dany poradim, v ktorom je prislusné hodnota
napisané. Tak napriklad zaciatok postupnosti z cvi¢enia 12 je mozné zapisat takto:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,.... Nakolko napriklad &islo 19 je 6sme v poradi, nie je
potrebné pisat f(8) = 19.

Spomenieme este dve zauzivané konvencie. Kym zobrazenia vo v8eobecnosti zvykneme
oznacovat pismenami f,g,h,..., pri postupnostiach, ako Specialnych pripadoch
zobrazeni, ¢asto pouZivame oznacenia a, b, ¢, ... a namiesto zapisov hodnot postupnosti
a(l),a(2),a(3),...,a(n), teda premennych v zatvorke, piseme ay,as, as, ..., a,, teda
premenné v dolnom indexe. Samotna postupnost sa obvykle ozna¢uje symbolom
{an}52 ;. Teda napriklad b3 je dvadsiaty treti ¢len postupnosti {b,}7 ;.

Postupnost moze byt zadana réznymi spésobmi. Pomerne ¢asto sa stretavame
s predpisom, ktory hovori, ako vyzera n-ty ¢len postupnosti, ako napriklad v cviceni 11.
V takom pripade Casto v zapise postupnosti nahraddzame a,, prislusnym predpisom,
o0
~ AN p o . 1 ) v 2w
takZe mozeme napriklad hovorit o postupnosti {"T‘l}n:l' TaktieZ je mozné ¢leny

postupnosti slovne popisat, ako napriklad v cvi¢eniach 12 a 13.

Inym sposobom, akym médZe byt postupnost zadané, je rekurentny vztah, pripadne
vztahy. Ide o navod na vyjadrenie ¢lena postupnosti pomocou predchadzajucich. Tak
napriklad vztahy a1 = a2 = 1, an12 = an + apy1 pre n € N uréuji zndmu Fibonacciho
postupnost.

Na zadanie postupnosti ale ur¢ite nestaci vymenovat niekolko jej ¢lenov. Tak
napriklad, v postupnosti, kde prvych Sest ¢lenov je 2,4, 6,8, 10,12 sa o siedmom

a dalsich ¢lenoch neda povedat vobec ni¢. Moze nim byt ¢islo —% a vietky ostatné
¢leny mozu byt nulové, pripadne akokolvek inak. Teda v8etky tlohy popularnych
Casopisov typu "doplitte d'alsi ¢len postupnosti" st nekorektné a vo vyucovani
matematiky nemaji miesto.

V niektorych zdrojoch sa tiez da najst pojem "kone¢né postupnost". Ni¢ také
nebudeme pouZivat, nakolko pojem usporiadanej n-tice je zrejme Citatelovi znamy

a nie je treba pre nu zavadzat nové oznadenie. Pocet prvkov postupnosti je teda vzdy
nekonecny.
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5.1 Postupnost

Ak sa vratime k definicii spo¢itatelnej mnoziny (definicia 8), vidime Ze spoé¢itatelnia
mnoZinu moézeme charakterizovat tym, Ze existuje postupnost v8etkych jej prvkov. Téato
postupnost je potom bijektivnym zobrazenim medzi mnoZinou N a danou mnoZinou.

Je dolezité rozlisovat medzi postupnostou a mnozinou jej vSetkych ¢lenov. Kym
postupnost je vidy nekonecna, postupnost jej clenov moze byt koneéna, ako napriklad
v cviceni 11, kde je mnozina vSetkych ¢lenov postupnosti dvojprvkova. Podobne
napriklad postupnosti {(—1)"}2°; a {(—1)""1}°°, st rozne (dokonca sa lifia v kazdom
¢lene), ale obe maju rovnakt mnozinu vSetkych svojich hodnoét, a to mnoZinu {—1,1}.

Niektoré postupnosti maja Specialne vlastnosti. Postupnost {a,}5%, pre ktort existuje
d € R tak, ze pre vietky n € N je apt1 = a, + d sa nazyva aritmetickd postupnost.
Cislo d je diferencia tejto postupnosti. Ak v takejto postupnosti je d = 0, postupnost sa
nazyva konstantna. Postupnost {a,}72;, pre ktori existuje ¢ € R tak, Ze pre vSetky

n € N je ap11 = qa, sa nazyva geometrickd postupnost. Cislo q je kvocient tejto
postupnosti.

Nazvy aritmetickej a geometrickej postupnosti stvisia s tym, Ze v aritmetickej
postupnosti je kazdy jej ¢len (okrem prvého) aritmetickym priemerom
predchéadzajiceho a nasledujticeho ¢lena, kym v geometrickej postupnosti je tento ¢len
geometrickym priemerom predchédzajiceho a nasledujticeho ¢lena.

V dalgich ¢astiach uvidime, Ze pri praci s postupnostami na kone¢nych poctoch ich
¢lenov prilis nezalezi. (Tato veta znie pomerne zmétocne, ¢oskoro sa vSak objasni.)
Preto mozeme definiciu 19 preformulovat o nieco volnejsie a za postupnost prvkov

mnoziny A povazovat aj zobrazene z mnoziny N \ K do mnoziny A, kde K je Tubovolna
o0
koneéné podmnoZina mnoziny N. Teda mozeme hovorit o postupnosti {m}
n=1
aj napriek tomu, Ze jej druhy a piaty ¢len neexistuju, v tomto pripade K = {2,5}.

Pokial ide o grafické zobrazovanie postupnosti, podla okolnosti sa méZzeme rozhodnut
pre jednu z nasledujucich moznosti. V prvom rade je mozné pouzit obvykly spésob
znazorhovania zobrazeni z R do R, teda v rovine, ako je to na obrazku 5.1. Inym
spdsobom je znézornenie hodndt postupnosti na ¢iselnej osi tak, ako na obrazku 5.2. Tu
je ale nevyhnutné jednotlivé body oznacit, aby bolo zrejmé ich poradie.

Na obréazkoch je mozné vyznacit iba konecny pocet hodnoét postupnosti a ako obvykle,
ani tu nemoZno obrazkom argumentovat pri dokazoch. Napriek tomu ndm mébze
obréazok poskytnut ista predstavu o vlastnostiach skiimanej postupnosti.

Niektoré postupnosti sa vyznacuju istymi vlastnostami, ktoré popiSeme vo zvysku tejto
Casti. Nakolko postupnost je $pecialnym pripadom zobrazenia, pdjde o vlastnosti
zobrazeni, rozdiel je iba v inom zépise.

Dolezitou vlastnostou zobrazeni, a teda aj postupnosti, je monotoénnost. Jej rozne typy
zhrnieme v nasledujtcej definicii.
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Obr. 5.1: Postupnost znézornen4 v rovine
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Obr. 5.2: Postupnost znézornen4 na priamke

Definicia 20 Postupnost {an}32 je
e rastica, ak pre vSetky m,n € N také, Ze m < n je an, < an,
e ryjdzo rastica, ak pre vietky m,n € N také, Ze m < n je apm < an,
e klesajica, ak pre vietky m,n € N také, Ze m < n je apy > an,
o rydzo klesajica, ak pre vsetky m,n € N také, Ze m < n je an, > an,
Ak md postupnost ktorikolvek z uvedengjch vlastnosti, je monotdénna.
7 definicie je vidiet, Ze kazda rydzo rastica postupnost je aj rastica, podobne kazda
rydzo klesajtiica postupnost je klesajuca.

V niektorych zdrojoch je mozné najst aj mierne odlisnd terminologiu — rastice
postupnosti (v zmysle definicie 20) sa nazyvaji neklesajuce a rydzo rasttce sa nazyvaji
rastice. Podobne sa namiesto oznacenia klesajica postupnost mozete stretnut aj

s pojmom nerastuca postupnost. Oznacenie pouzité v definicii 20 je vSak logicky
konzistentné. Logika prirodzeného jazyka totiz hovori, Ze neklesajica postupnost by
mala byt kazda postupnost, ktord nie je klesajica, teda moze ist aj o postupnost, ktoré
nie je monoténna. Preto sa v dalSom budeme pridrziavat terminologie zavedenej

v definicii 20.

Pri overovani monoténnosti pre konkrétne postupnosti spravidla vyuzijeme nasledujice

36



5.2 Podpostupnosti

tvrdenie (tu je sformulované pre rastice postupnosti, analogické tvrdenia su vsak
pravdivé aj pre ostatné verzie monoténnosti).

Propozicia 26 Postupnost {a,}52, je rastica prdave vtedy, ked je pre kazdé n € N
splnené a, < apy1.

Dokaz tohoto tvrdenia (a zvySnych troch pre zostavajice typy monotonnosti) je
jednoduchym cvi¢enim. Pri zistovani monotonnosti postupnosti teda sta¢i porovnat dva
po sebe iduce jej ¢leny. Pochopitelne v8ak musi ist o Tubovolné dva po sebe idice ¢leny,
nie iba niektoré dvojice.

Délezitou vlastnostou postupnosti je jej ohrani¢enost.

Definicia 21 Postupnost je zdola (zhora) ohranicend, ak je zdola (zhora) ohranicend
mnoZzina jej vsetkych hodnot. Postupnost je ohranicend, ak je ohranicend zdola aj zhora.

5.2 Podpostupnosti

Uvazujme teraz o postupnosti vSetkych parnych prirodzenych ¢&isel, teda o postupnosti
{2n}>2 . Z tejto postupnosti vyberieme ¢isla delitelné 6smimi, ¢im dostaneme
postupnost {8n}5° ;. Tato sa nazyva podpostupnost postupnosti {2n}5 ;. alebo tiez jej
vybrané postupnost. Pokiisme sa teraz uvedeny postup formalizovat.

Ak mame postupnost {a,}2°;, jej podpostupnost {by}3°, musi spliiat dve podmienky:
o Kazdé by sa musi rovnat niektorému a,.
o Ak by = ap, tak bgiq € {am;m > n}.

Prva podmienka je zrejma, v podpostupnosti sa nemédze objavit ¢len, ktory nebol
v povodnej postupnosti. Mnozina vSetkych hodnot podpostupnosti je teda
podmnozinou mnoziny vSetkych hodnét pévodnej postupnosti.

Pokial ide o druht podmienku, tato hovori, ze poradie prvkov v podpostupnosti musi
byt rovnaké ako v povodnej postupnosti. Ak teda z postupnosti {ay}22; vyberieme do
podpostupnosti ako prvé tri prvky ¢&isla as, ag, a7, tak stvrty prvok podpostupnosti uz
moZzeme vyberat iba z prvkov a, s indexom aspon 18. Volne povedané,

v podpostupnosti sa nemdzeme vracat. Tak napriklad postupnost

{8n}>2, = {8,16,24,32,40,48, ...} je podpostupnostou postupnosti {2n}>2 ;, kym
napriklad postupnost {16, 8,24,32,40,48, ...} jej podpostupnostou nie je.

Vybrat podpostupnost postupnosti {a,}>2; teda znamena vybrat prislusné indexy
oznacujuce tieto ¢leny. V pripade postupnosti {8n}72 ; ako podpostupnosti postupnosti
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5 Postupnosti realnych cisel

{2n}22 | sme vyberali indexy 4, 8,12, ..., pretoze prvy ¢len podpostupnosti je Stvrtym
¢lenom poévodnej postupnosti, druhy ¢len podpostupnosti je 6smym ¢lenom povodne;j
postupnosti a tak d'alej. Tieto ivahy opodstatiiuju nasledujtcu definiciu.

Definicia 22 Nech {a,}32, je postupnost a nech {ny}3°, je rydzo rastica postupnost
prirodzenygch ¢isel. Potom {an, }72, je podpostupnost postupnosti {a,}52 ;.

Podpostupnosti zachovavaji mnohé vlastnosti postupnosti, z ktorych st vybrané.
Napriklad kazda podpostupnost monoténnej postupnosti je (rovnako) monoténna,
podobne kazda podpostupnost ohrani¢enej postupnosti je ohrani¢ena.

5.3 Cvicenia

1. Odvodte vztah pre siacet prvych n ¢lenov aritmetickej postupnosti.
2. Odvodte vztah pre sudet prvych n ¢lenov geometrickej postupnosti.
3. Nech a, = n + 2. N&jdite stcet prvych 100 ¢lenov tejto postupnosti.

4. Nech a1 =2,a92 = 1,ap41 = an, — ap—1 + 1. Najdite sticet prvych 100 élenov tejto
postupnosti.

5. Nech v aritmetickej postupnosti je a9 = 34, a13 = 43. Najdite stacet prvych 100
¢lenov tejto postupnosti.

6. Nech v geometrickej postupnosti je a7 = 2, a9 = % N4jdite stcet prvych 100 ¢lenov
tejto postupnosti.

7. Nech a,, = 2" +n + 1. Najdite siicet prvych 100 ¢lenov tejto postupnosti.

8. Nech a,, = 2772?15. Dokéazte, ze tato postupnost je klesajuca.

9. Dokazte, ze stfet monoténnych postupnosti rovnakého typu je monoténna
postupnost toho istého typu.

10. Zistite typ monoténnosti stictu rasticej a rydzo rasticej postupnosti.
11. Aky moéZe byt typ monotonnosti suc¢tu rasticej a klesajicej postupnosti?
12. Dokéazte, Ze kazda podpostupnost ohrani¢enej postupnosti je ohrani¢ené.

13. Najdite postupnost, ktord ma nekoneény pocet navzajom roznych konstantnych
podpostupnosti.

14. Dokéazte, Ze kazdéa postupnost je saétom dvoch monoténnych postupnosti.
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V&imnime si postupnost {%}20:1 Aj ked nula nie je jej lenom, ma v tejto postupnosti
isti vyznamnu tlohu. Volne povedané, ¢im je n vacSie, tym s Cleny postupnosti blizgie
k nule.

6.1 Definicia limity

VoInost tejto formulécie je ale prilis velk4, rovnaké tvrdenie sa totiz da vyslovit aj

o ¢isle —2. Na to, aby sme presnejsie vyjadrili ta vlastnost, ktori ¢islo 0 voéi tejto
postupnosti mé (a ¢islo —2 nema), pouzijeme terminolégiu okolia bodu. Ak totiz
uvazime okolie O1(—2) (teda interval (—3,—1)), vidime, Ze v tomto okoli sa nenachadza
nijaky bod postupnosti {%}2021 Okolie s rovnakou vlastnostou by sme nasli aj
napriklad k ¢islam —5, 3 alebo —%, tu by sme ale museli vziat mensi polomer.

Je teda hladanou vyznacnou vlastnostou nuly ta skuto¢nost, ze v kazdom jej okoli sa
nachédza aspon jeden prvok postupnosti {%}20:1? Takuto vlastnost ale ma aj ¢islo %,
v kazdom jeho okoli sa nachadza aspon jeden prvok postupnosti, konkrétne ono samo.
Pritom ale ¢islo % nemé ta pozoruhodnu vlastnost, ktori sa snazime popisat pri nule.

Vsimnime si ale pocet prvkov, ktoré nebudi v okoli skimaného bodu, ale mimo neho.
Podotykame, Ze hovorime o ¢lenoch postupnosti, nie o jej hodnotéach, tak napriklad
postupnost, v ktorej pre kazdé n € N je a, = 2 mé sice iba jednu hodnotu, ale
nekone¢ny pocet ¢lenov.

Ak teda opét uvazujeme o postupnosti {%}20:1, tak vidime, Ze ak a < 0, tak je moZzné
zvolit si také (dostatone malé) okolie Oc(a), Ze mimo neho bude nekonecny pocet
prvkov postupnosti. To isté sa da povedat aj o ¢islach a, pre ktoré a > 0 (urobte tuto
tvahu podrobne).

Nula ale tato vlastnost nemé. Vezmime Tubovolné e > 0. Zistime, ktoré body
postupnosti st mimo mnoziny O.(0). Nakolko vsetky ¢leny sktimanej postupnosti st
kladné, ide o tie z nich, pre ktoré je % > e. Tato nerovnost je ale ekvivalentné s
nerovnostou n < % Nech je ¢islo e akékol'vek kladné &islo, zlomok % je kladné realne
¢islo, a teda existuje iba koneéne vela prirodzenych &isel od neho mensich alebo
rovnajicich sa mu. (VSimnite si, Ze tu vyuzivame Archimedovu vlastnost mnoziny R
uvedent v zavere Casti 2.1.)
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6 Limita postupnosti

Obr. 6.1: Limita postupnosti — priamka

[
a+€ | _ e ___
(]
S o 9
a— € ®

Obr. 6.2: Limita postupnosti — rovina

Teda iba kone¢ny pocet ¢lenov postupnosti {%}Zozl je mimo okolia O(0). Inymi
slovami, aZ na konecny pocet lezia v8etky ¢leny postupnosti v tomto okoli. Este inak —
od istého ¢lena uz vsetky su v tomto okoli. Toto je vlastnost, ktora nas opraviuje
vyslovit nasledujucu definiciu.

Definicia 23 Nech {a,},- | je postupnost redlnych cisel, nech a € R. Ak pre kazdé
e > 0 existuje konecnd mnoZina K C N tak, Ze pre kaZdé n € N\ K je a,, € Oc(a), tak
a je limita postupnosti {an}, .

Definiciu 23 ilustruje obrazok 6.1. Az na kone¢ny pocet prvkov (v tomto pripade Styri)
v8etky ¢leny postupnosti lezia vo vopred zvolenom okoli O¢(a).

Ta ista situacia pre zobrazenie postupnosti v rovine je na obrézku 6.2. Predpokladame,
ze az na kone¢ny pocet bodov lezia vSetky v pase ohrani¢enom cCiarkovanymi
polpriamkami.

Ak uvaZime, Ze kone¢nd mnozina K z definicie 23 mé maximum, vidime, Ze vSetky
prvky postupnosti {ay},-; s indexom va&Sim ako toto maximum uZ lezia v okoli O.(a).
7Z tejto tivahy vyplyva nasledujice tvrdenie.
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Propozicia 27 Cislo a je limitou postupnosti {ay},- | prive vtedy, ak ku kaZdému
e > 0 existuje ng € N tak, Ze pre vietky n > ng je a, € Og(a).

Za ng stadi vziat Tubovolné ¢islo vacsie ako maximum mnoziny K. Podmienku
an € Oc(a) modzeme zapisat aj v tvare a, € (a —¢€,a+ ¢) alebo tiez |a, —a| < e.

Tu zaroven vidime, Ze existencia, ako aj hodnota limity postupnosti nezéavisia na
kone¢nom pocte jej ¢lenov. PresnejSie sa toto pozorovanie da sformulovat nasledujicim
spdsobom.

Propozicia 28 Nech {an}22 1, {bn}22 su postupnosti, pre ktoré existuje ng € N tak,
Ze pre vSetky n € N,n > ng je ap = b,. Potom a € R je limitou postupnosti {an}° 4
prave vtedy, ak je aj limitou postupnosti {by}>2 ;.

Toto tvrdenie je priamym dosledkom propozicie 27. Na jeho zéklade je moZzné zamenit
v postupnosti Tubovolny koneény pocet jej Clenov za iné hodnoty, pri¢om na existencii
a hodnote limity sa ni¢ nezmeni.

Predtym, ako limitu postupnosti ozna¢ime nejakym symbolom, musime dokéazat Ze
Ziadna postupnost nemoéze mat viac ako jednu limitu. Dévody st uvedené v texte za
definiciou 9.

Propozicia 29 KaZdd postupnost md najviac jednu limitu.

Dokaz. Ukazeme, Ze ziadna postupnost nemoze mat dve rozne limity. Nech {an} o, je
postupnost a nech b,c € R,b # c¢. Predpokladajme, Ze obe tieto ¢isla st limitami danej
postupnosti. Zvolme okolia O.(b), O:(c) tak, aby boli disjunktné, teda aby bolo

O:(b) N Oc(c) = 0. Takéto okolia urcite existujt, staci vziat ¢ < 1[b— .

V zmysle definicie 23 je mnozZina tych ¢lenov postupnosti, ktoré nepatria do O¢(b)
konefné, podobne aj tych, ktoré nepatria do O(c). To ale znamena, Ze aj ich
zjednotenie, teda mnozina vSetkych ¢lenov postupnosti, ktoré nepatria do aspon
jedného z tychto okoli, je kone¢na.

Nakolko O.(b) N O.(c) = 0, kazdy prvok postupnosti {a,} -, do aspon jedného z
tychto okoli nepatri. V predchadzajicom odstavci sme ale ukézali, ze takych prvkov
postupnosti méze byt iba koneény pocet. Predpoklad o existencii dvoch réznych limit
bol teda nespravny. &

Teraz uz teda mozeme zaviest oznacenie pre limitu postupnosti {a, }r. ;. Skuto¢nost,
7e ¢islo a je limitou tejto postupnosti, oznacujeme zépisom a = lim,_, a,. Niekedy sa
moZeme stretnat aj so zapisom a, — a.
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6 Limita postupnosti

Definicia 24 Postupnost, ktord md limitu, sa nazijva konvergentnd.

Prikladom konvergentnej postupnosti je postupnost {a,},. ;, ktora bola motivaciou pre
avahy v tejto casti. Podobne sa Tahko ukazZe, ze aj kazda konstantn& postupnost je
konvergentné.

Niekedy sa na popis skutocnosti a = lim,_, a, pouZiva formulacia "postupnost
{an},7, konverguje k a". Takéto a podobné slovné spojenia by nemali pri uvazovani o
postupnostiach zvadzat k réznym vagnym predstavam akéhosi "bliZzenia sa". Je dobré
uvedomit si, Ze sloveso bliZit sa je spojené s pohybom, avSak postupnost je zobrazenie,
ktoré sa celkom iste pohybovat nemdze.

6.2 Vlastnosti konvergentnych postupnosti

Pri ur¢ovani limity postupnosti ¢asto vyuzivame skutoénost, Ze skiimani postupnost je
mozZné rozlozit na jednoduchs$ie postupnosti, ktorych limity pozname. V tejto Casti
uvedieme tvrdenia uzito¢né pri podobnych postupoch.

Za¢neme pomerne zrejmym ale doélezitym tvrdenim o konvergencii podpostupnosti.
Hovori o tom, Ze kazda podpostupnost konvergentnej postupnosti je tiez konvergentné,
a to k tej istej limite.

Propozicia 30 Nech lim,, .o an = a, nech {an, }72, je podpostupnost postupnosti
{an}zozl. Potom hmk_>oo Ay, = Q.

Doékaz. Nech st splnené predpoklady tvrdenia. Ukézeme, Ze a je limitou postupnosti
{an, }321. Nech € > 0. Nakolko lim,,_,o a,, = a, podla tvrdenia 27 od istého indexu ng
vSetky ¢leny postupnosti {a,} -, patria do O.(a). KedZze {n;}72, je rydzo rastica
postupnost prirodzenych &isel, niektory jej ¢len musi byt vaési ako ng. Nech ide o ¢len
s indexom ko. Potom an, € Oc(a), pretoze ng, > ng. Vsetky ¢leny podpostupnosti

s indexom vAcsim ako kg st zaroven aj ¢lenmi postupnosti {an, }3; s indexom vacsim
ako ng (opét vyuzivame, ze {n;}7°, je rydzo rastuca), a teda patria do O:(a). To
znamend, ze limy_,o0 ap, = a. &

7 prave dokazaného tvrdenia vyplyva, Ze ak postupnost obsahuje dve podpostupnosti
s roznymi limitami, nemoze byt konvergentna. Toto je jednoduchy spésob, ako ukézat,
ze postupnost {(—1)"}5°; nie je konvergentna.

Propozicia 31 KazZdd konvergentnd postupnost je ohranicend.
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Dokaz. Nech {a,},- ;| je konvergentna postupnost, nech a = lim,_, a,. Zvolme
okolie O1(a). Podla definicie 23 mnozina tych n, pre ktoré a, ¢ O1(a), je kone¢na.
Nech m je jej minimum a nech M je jej maximum. UkaZeme, Ze ¢islo min{m,a — 1} je
dolné ohranicenie postupnosti {a, },- ;.

Nech n € N. Ak a,, € O1(a), tak a, > a — 1. Ak a,, v tomto okoli nelezi, tak a,, > m.
V kazdom pripade je ale a, > min{m,a — 1}.

Podobne sa ukéaze ze ¢islo max{M,a + 1} je horné ohrani¢enie postupnosti. &

Tvrdenie sa o¢ividne neda obratit, napriklad postupnost {(—1)"}>°, je ohranicena, ale
nie je konvergentna.

Nasledujtce tvrdenie hovor{ o limite st¢inu ohrani¢enej postupnosti a postupnosti
s nulovou limitou.

Propozicia 32 Nech {a,}22 | je ohranicend postupnost, nech limy,_ o b, = 0. Potom
lim,, o0 @b, = 0.

Doékaz. Nech {a,}5°; je ohrani¢ena postupnost a nech lim,,_,o b, = 0. Nech K je
kladné ¢islo také, ze pre vietky n € N je |a,| < K (cvicenie 1 v ¢asti 3.5). Nech € > 0.
g

Potom tiez & > 0. Podla vety 27 k tomuto ¢islu existuje ng € N tak, ze pre vietky
n € N,n>ng je |b, — 0] = [bn| < &.

Nech n € N,n > ng. Potom |a,b, — 0| = [anbn| = |an||by| < K& = €. To znamen4, ze

sinn
n

Cvicenie 14 7 predchddzajiceho tvrdenia vidime, Ze lim,, o =0, pretoze

7 . 00 . e . . 1
postupnost {sinn}y° | je ohranicend a lim, o = 0.

V dalsich tvrdeniach sa budeme zaoberat limitami postupnosti, ktoré si vytvorené
pomocou aritmetickych operacii s postupnostami.

Propozicia 33 Nech lim,,_so0 ay, = a,lim,, 00 by, = b. Potom lim, o0 (an + by) = a + b.

Dokaz. Nech su splnené predpoklady tvrdenia. Ukazeme, Ze a + b je limitou
postupnosti {a, + b, }7> ;. Nech € > 0.

Nakol'ko limy, ;o a,, = a, existuje k ¢islu § ¢islo n1 € N takeé, Ze pre vietky n > nq je
lan, —a| < §. Podobne existuje ¢islo ny € N takeé, ze pre vietky n > na je [b, — b < 5.

Ozna¢me ny = max{ni,na}. Pre kazdé n > ng st splnené obe uvedené nerovnosti,
a teda pre v8etky n > ng je
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6 Limita postupnosti

¢o znamené, ze lim,_oo(an +by) =a+b. &

Vsimnime, si, Ze tu o postupnosti {a, + b, }72; tvrdime dve veci — tato postupnost je
konvergentna a jej limita je a + b.

Je pomerne nebezpetné pamétat si predchédzajtce tvrdenie bez jeho predpokladov,
teda v tvare lim,, oo (ay, + by) = limy, 00 Gy, + limy, 00 by, Této rovnost je splnend iba
ak existuju limity na jej pravej strane. Z ich existencie uz potom vyplyva existencia
limy, o0 (an, + by), ako sme prave dokazali. Z existencie limity na lavej strane ale
existencia limit lim,, oo @y, lim,_, o b, nevyplyva. Prikladom moézu byt postupnosti

{(=1)"}e2, a {(=1)"T1}ee . Ich stétom je konstantnd, a teda konvergentna

postupnost, ale ani jedna z tychto postupnosti konvergentna nie je.
Propozicia 34 Nech lim,_ ., a, = a,c € R. Potom lim,,_,, ca,, = ca.

Dékaz. Ak ¢ =0, tvrdenie je zrejmé. Predpokladajme teda, ze ¢ # 0.

Nech € > 0. Nakolko lim,,_,s an, = a, k ¢islu ﬁ existuje ng € N tak, ze pre vSetky
n > ng je |a, — al < e. Pre takéto n je potom |ca, — ca| = |c||an, —a| < |c|ﬁ =¢, Co
znamena, ze limy,_ oo ca, = ca. &

Postupnostou sté¢inov sa zaobera nasledujice tvrdenie.
Propozicia 35 Nech lim,, .o a, = a,lim,, o b, = b. Potom lim,, o a,b, = ab.

Dokaz. Ak aspon jedno z &isel a, b je nula, tvrdenie vyplyva z propozicie 32, sta¢i si
uvedomit, Ze konvergentna postupnost je ohrani¢ené (propozicia 31). Predpokladajme

teda, ze a # 0 # b.

Aby sme dokéazali, Ze lim,_, .o a,b, = ab, je treba ukazat, Ze pre lubovolné kladné ¢ je
od istého indexu splnena nerovnost |a,b, — ab| < e. Navod nam poskytne umely, ale
¢asto pouzivany krok

|anby, — abl = |apby, — ab, + ab, — ab| < |(an, — a)by| + |a(b, — b)|.

Nech teda € > 0. Postupnost {b,}>>; je konvergentna, a teda ohrani¢ena. Nech K € R
je také, ze pre kazdé n € N je |b,| < K.

Z predpokladu limy, o a, = a vidime, Ze pre ¢islo 5% existuje n; € N takeé, Ze pre
vietky n > ny je |a, —a| < 5%.

Podobne z predpokladu lim,,_, b, = b dostavame, Ze k &islu ﬁ existuje no € N také,
Ze pre vietky n > ng je |b, — b| < 3l

44



6.2 Vlastnosti konvergentnych postupnosti

Pre Tubovolné n € N,n > ng = max{ni,na} je teda

|anb, — abl = |anb, — aby, + ab, — ab| < |(an — a)by| + |a(b, — b)| =
€

£t f_
2K o

= |an, — al|bn| + |a|[b, — b| < 20a] ~ 2 2

K + |al
To znamena, Ze lim,, oo anb, = ab. &
Poznamky uvedené za tvrdenim 33 sa vztahuji aj na tento pripad.

Pri uré¢ovani limity podielov sa ¢asto vyuziva nasledujtce tvrdenie.

Propozicia 36 Nech lim,,_, o, b, = b # 0. Potom lim,,_,~ é = %.
Doékaz. Tvrdenie dokdZeme najprv pre pripad b > 0. Potom zrejme aj % je kladné ¢islo,
a teda existuje ny € N tak, Ze pre vietky n € N,n > ny je b, € O (b) a teda b, > %.

2

Nech € > 0. Pretoze lim,,_,o b, = b, existuje k ¢islu l’%a prirodzené ¢islo ng tak, ze pre
2
vietky n > no je |b, — b < &E.

Ozna¢me nyg = max{ni,n2}. Potom pre vSetky n € N,n > nyg je

2

<b2 B =&,

b, b

2
< b—2|bn —b)

.

by —b|  |by — D
bob | bub
a teda lim,_.s i = %

Ak b < 0, tak podla tvrdenia 34 je limy,_oo(—by) = —b, pricom —b je kladné. Podla
prvej Casti tohoto dokazu je potom limn_wo(—é) = —% a opéat podla tvrdenia 34 je

: 1 1
limy, 00 [ &

V predpokladoch tvrdenia 36 zdanlivo chyba podmienka b,, # 0 pre vietky n € N.
Nulovych ¢lenov ale méze byt v takejto postupnosti iba koneény pocet (cvicenie 6 v
tejto Casti) a ak tieto Cleny zamenime za nenulové, vzhladom na definiciu limity
postupnosti sa ani konvergencia ani hodnota limity nezmeni.

Z tvrdeni 35 a 36 vyplyva nasledujica propozicia.

Propozicia 37 Nech lim,,_,o an = a,lim, o0 b, = b # 0. Potom lim,, ‘g—z =%

(o)
Doteraz dokdzané tvrdenia umoziuju hladat limity postupnosti tvaru {%} , kde
n=1
P, @ st polynomické funkcie, pricom stupen funkcie v Citateli je rovnaky alebo nizsi ako

stupenl funkcie v menovateli. Postup je zrejmy z nasledujiceho cvicenia.
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6 Limita postupnosti

2n24n—3

CvicCenie 15 Ndjdeme limitu postupnosti {m

o0 v

} . Cleny postupnosti upravime
n=1

nasledujucim sposobom:

22 +n—-3 2+
4n? —bn+1  n2(4 —

Slo3 =
+
:M‘)—‘ {,‘w

Priamo z definicie limity sme uZ ukdzali, Ze lim, o % = 0. Pouzitim tvrdent
dokdzanych v tejto casti dostdvame limy,_, (—%) = —3lim, 0 (% . %) = -3.0.0 =0,
podobne aj pre postupnosti v menovateli. Po pouZiti turdenia o postupnosti podielov

vidime, Ze limita danej postupnosti je %

Zostavajuci pripad, teda ak stupen funkcie v &itateli je vyssi ako stupen funkcie
v menovateli, bude objasneny v Casti 6.3.

Nasledujtice tvrdenie sa zaobera jednym z typov limitnych prechodov, pri ktorom sa
nerovnost medzi ¢lenmi postupnosti prenesie na rovnaki nerovnost medzi ich limitami.

Propozicia 38 Nech limy,— o0 ap = a,limy— o0 by = b, pricom pre vsetky n € N je
anp <b,. Potom a <b.

Dokaz. Nech st splnené predpoklady tvrdenia a nech a > b. Nech € = %b Potom

zrejme O¢(a) N O:(b) = 0. Vzhladom na to, ze lim,_,o ay, = a,lim, o b, = b, existuje
ny € N tak, Ze pre v8etky n > n; je a, € O-(a) a existuje ng € N tak, ze pre vsetky
n > ng je b, € O (D).

Ozna¢me ny = max{ni,n2}. Potom pre vetky n > ng je a, € Oc(a),b, € O:(b). Teda
pre takéto n je b, < b+e =a—¢e < a,, o je ale v rozpore s predpokladom a,, < b,,. To
znamena, ze a < b. &

Na zéklade tvrdenia 28 je mozné predpoklady propozicie 38 mierne zoslabit. Splnenie
nerovnosti a,, < b, nie je potrebné pozadovat pre vsetky n € N, ale stac¢i, ak bude tato
nerovnost splnena pre vietky n € N\ K, kde K je kone¢na podmnoZina N.

Ak by pre konvergentné postupnosti lim,, .« a, = a,lim,_,. b, = b bola pre vsetky
n € N splnend ostra nerovnost a, < b,, mdéZeme si polozit otazku, ¢i tato ostra
nerovnost zaruci aj ostri nerovnost medzi limitami. Odpoved je zaporné (cvicenie 9).

Propozicia 39 Nech pre postupnosti {an}o2 1, {bn}oe 1, {cn}oe je splnend nerovnost
an < by < ¢y pre véetky n € N. Nech limy, o0 @y, = limy, 00 ¢y, = d. Potom je aj
postupnost {b, }5°, konvergentnd, pricom lim,_, by, = d.

Doékaz. Nech st splnené predpoklady tvrdenia. Ukazeme, ze potom lim,, o b, = d.
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6.3 Nevlastné limity

Nech € > 0. Z vlastnosti lim,,_, o a, = lim,_, ¢, = d dostavame, Ze existuje n; € N
tak, Zze pre vSetky n € N,n > nj je a, € Os(d) a existuje ny € N tak, Ze pre vSetky
n € N,n > ng je ¢, € O(d).

Ak oznacime ng = max{ny, na}, tak pre vietky n € N,n > nyg je sacasne a,, € O.(d) aj
¢n € Og(d). Avsak mnozina O.(d) je interval, a nakol’ko pre vetky n € N je
an, < by < ¢y, je pre vietky n € N,n > ng aj b, € O.(d).

Tym sme ukazali, ze postupnost {by,}2°; je konvergentna a jej limita je d. &

Podobne ako pri tvrdeni 38 aj tu sta¢i predpokladat splnenie nerovnosti medzi ¢lenmi
danych postupnosti pre vSetky ¢leny okrem kone¢ného poctu.

Dolezitt kategoriu konvergentnych postupnosti popisuje nasledujtce tvrdenie.

Propozicia 40 KaZdd rastica zhora ohranicend postupnost je konvergentnd. KaZdd
klesajica zdola ohranicend postupnost je konvergentnd.

Dokaz. Nakolko dokazy oboch tvrdeni st aZ na detaily rovnaké, dokdZeme iba prvé
z nich. Nech teda {a,}72; je rasttca zhora ohrani¢ena postupnost. To znamena, ze
mnoZina vSetkych jej hodnét je zhora ohranic¢ena. Nech s je supremum tejto mnoziny.
Ukazeme, ze s = lim,, o0 G, -

Nech € > 0. Z vlastnosti suprema mnoziny vidime, Zze aspon jeden ¢len postupnosti sa
nachadza v intervale (s — ¢, s]. Nech je to ¢len ay,,. To znamena, ze a,, € O:(s). Ak
n € N,n > ng, tak a, > an,, pretoze postupnost {a,}>° je rastica a zarovei a, < s,
pretoZe s je horné ohrani¢enie mnoZiny vSetkych hodnét tejto postupnosti. Teda pre
vietky n € N,n > ng je a, € O:(s), ¢o znamena, Ze s = lim,_,~ ay,, a teda postupnost
{an}52, je konvergentna. &

6.3 Nevlastné limity

V ¢Casti 4.1 sme zaviedli rozsirentt mnozinu realnych &isel, doplneni o prvky —oo a oo a
definovali sme okolia tychto prvkov. PrepiSme teraz definiciu limity (definicia 23) tak,
aby limitou postupnosti bol bod co. Na rozdiel od pripadu, kedy je limitou postupnosti
redlne ¢islo, takato limitu budeme nazyvat nevlastnou limitou.

Definicia 25 Prvok oo je nevlastnou limitou postupnosti {an}22, ak pre kazdé ¢ > 0
existuje koneénd mnozina K C N tak, Ze pre vSetky n € N\ K je a, € O:(00).

Analogicky definujeme aj nevlastnu limitu —oc.
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6 Limita postupnosti

Definicia 26 Prvok —oo je nevlastnou limitou postupnosti {a,}5° , ak pre kazdé e >0
existuje konecnd mnozina K C N tak, Ze pre vsetky n € N \ K je a,, € Oz(—0o0).

Vzhl'adom na tvrdenie v cvideni 21 mézeme aj na oznacenie nevlastnej limity
postupnosti {a, }5°; pouzit symbol lim, 0 ay,.

Ak chceme zdoraznit, Ze limita postupnosti je realne ¢islo, hovorime v takom pripade o
vlastnej limite. Na zaklade podobnych tvah ako v Casti venovanej vlastnym limitam
mozeme vyslovit nasledujtuce tvrdenia.

Propozicia 41 lim, . a, = oo prdve vtedy, ked ku kaZdému M > 0 existuje ng € N
tak, Ze pre vsetky n € N,n > ng je a, > M.

Propozicia 42 lim, ., a, = —o0 prdve vtedy, ked ku kaZdému M < 0 existuje ng € N
tak, Ze pre vsetky n € N,n > ng je a, < M.

Obdobou tvrdenia 38 pre postupnosti s nevlastnymi limitami je nasledujiica propozicia.

Propozicia 43 Nech lim,,_ o ap, = 00 a nech a, < b, pre vSetky n € N. Potom aj
lim,,— 00 by, = 00.

Dokaz. Nech sa splnené predpoklady tvrdenia. Nech M > 0. Potom existuje ng € N
tak, ze pre vSetky n € N,n > ng je a, > M a z predpokladu b, > a, vidime, Ze pre
takéto n je aj b, > M, ¢im sme ukézali, Ze lim,_, o, b, = c0. &

Analogické tvrdenie je moZzné sformulovat a dokazat pre pripad nevlastnej limity —ooc.
Podobne ako pri vlastnych limitach aj tu sta¢i pozadovat splnenie nerovnosti a,, < b,
pre vSetky prirodzené ¢isla okrem kone¢ného poctu, ¢ize od istého ng € N.

Pri praci s nevlastnymi limitami su casto uzito¢né nasledujice tvrdenia.

Propozicia 44 Ak lim,_, a, € R,lim;,_,oc by, = 00, tak lim, o0 (an + by) = 00.

Propozicia 45 Ak lim,, o a, je kladné redlne &islo, lim, oo b, = 00, tak
limy, 00 (anby) = 00.

Propozicia 46 Ak lim, . a, je zdporné redlne ¢islo, lim, o b, = 00, tak
limy, s 00 (Anby) = —o0.
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6.4 Postupnosti intervalov

Dokazy tychto tvrdeni prenechdvame citatelovi ako cvi¢enia, rovnako aj formulaciu a

dokazy podobnych viet pre nevlastny bod —oco. Ako doésledky tychto tvrdeni dostaneme
tvrdenia pre limity postupnosti typu {P(n)}°, kde P je polyném stupia aspon jedna.
Pre takéto postupnosti je lim,_,~, P(n) = oo, ak je koeficient pri najvyssej mocnine n

kladny a lim,,_,~ P(n) = —oo, ak je koeficient pri najvyssej mocnine n zaporny.

Teraz uz moézeme vyriesit aj posledny pripad, ktory moéZe nastat pri urcovani limity

P(n) }""

postupnosti tvaru {W , kde P, Q) su polynomické funkcie, a to ten, v ktorom je

=1
stupen polynéomu P vyssi %ko stupen polynému (). Takyto zlomok vydelime, ¢im

dostaneme
P(n) T(n)

o)~ Qay
kde stupen polynému S je asponr 1 a stupein polynému 7" je rovnaky alebo nizsi ako
stupen polynéomu . Na zaklade predchadzajicich tvah vidime, Ze limita takejto
postupnosti bude rovnaka ako lim,, ., S(n), a teda nevlastna.

Na zaver terminologicka poznamka. Pojem konvergentna postupnost nerozsirujeme na
postupnosti s nevlastnymi limitami, teda konvergentna postupnost je postupnost, ktoré
mé vlastnd limitu.

6.4 Postupnosti intervalov

Tato Cast je venovana dokazu Cantorovej vety, ktord sa vyuziva vo viacerych délezitych
tvrdeniach matematickej analyzy. Vetu je mozné sformulovat a dokizat aj v ovela
v8eobecnejsom kontexte, tu sa ale obmedzime na jej verziu pre uzavreté ohranicené
intervaly na realnej osi.

Propozicia 47 Nech {I,}>2, je postupnost uzavretych ohranicengjch intervalov v
mnoZine R, pricom pre kazdé n € N je I,,41 C I,,. Potom N2 1, # 0.

Dokaz. Nech {I,,}7°, je postupnost spliajica predpoklady tvrdenia. Pre kazdé n € N
ozna¢me I, = [an, by]. Potom je zrejme postupnost {a, }5° ; rastiica a postupnost
{bn}5°; klesajuca.

Zo vztahov inklizie medzi mnozinami I,, vidime, Ze pre v8etky n € N je I,, C I;. Pre
TubovoIné n € N je teda a, < by. Postupnost {a,}72; je teda zhora ohranicené, a teda
podla tvrdenia 40 je konvergentna.

Ozna¢me a = lim,,,~ a,. UkaZzeme, ze a € N7, I,,, ¢im bude dokazané, Ze tato
mnozina je neprazdna.
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6 Limita postupnosti

Skuto¢nost, Ze pre vietky n € N je splnené a,, < a je zrejma, vyplyva z monoténnosti
postupnosti a = lim,, .~ a,. UkéZeme, Ze pre vSetky n € N je splnena aj nerovnost
a < by,.

Nech by existovalo ng € N tak, Ze a > by,. Potom a # I, a kedZze mnozina R\ I, je
otvorena, existuje okolie O.(a) tak, ze O.(a) N I,, = 0. Vzhladom na inkluzie medzi
intervalmi tym skor O (a) N I, = () pre vietky n € N,n > ng. Toto je ale v rozpore so
skuto¢nostou, ze a = lim,_,« ay, pretoze a, € I, pre vetky n € N.

Teda pre vietky n € N je ap < a < by, ¢ize a € I, pre vietky n € N. Potom ale
a €N, I, # 0, ateda mnozina N, I, je neprazdna. &

Toto tvrdenie sa niekedy uvadza aj ako veta o prieniku postupnosti do seba
zapadajucich uzavretych ohrani¢enych intervalov.

V&imnime si vyznam jednotlivych predpokladov tvrdenia 47. Ak by sme nepozadovali
uzavretost intervalov I, (a pritom ponechali v8etky ostatné predpoklady), tvrdenie by
nebolo pravdivé. Staci uvazit napriklad postupnost otvorenych intervalov {(0, %) 1
Ide o ohrani¢ené intervaly spliajice podmienku (0, %H) C (0, %) av8ak l'ahko je vidiet,

Ze ich prienik je prazdna mnozina.

Pokial by intervaly v tvrdeni neboli ohrani¢ené (ale pritom by boli do seba zapadajice
a uzavreté), tvrdenie by takisto nebolo pravdivé. Ako priklad méZzeme vziat postupnost
intervalov {[n, 00)}22, ktorej prienik je prazdna mnoZzina.

Pre uplnost poznamenajme, Ze nevyhnutné je aj podmienka inklizie, tu je vSak situacia
jasna, ak by sa medzi intervalmi vyskytli ¢o len dva disjunktné, prienik vsetkych
intervalov by bola prazdna mnozina.

Ak je v tvrdeni 47 navySe splnené jedna dopliujica podmienka, prienik prislusnych
intervalov je dokonca jednoprvkova mnozina. Hovori o tom nasledujtica propozicia.

Propozicia 48 Nech si splnené predpoklady propozicie 47 a nech navyse
lim,, o0 (by, — apn) = 0, kde I, = [an, by]. Potom je mnoZina NS I, jednoprvkovd.

Dokaz. Nech st splnené predpoklady propozicie 47 a nech navyse
lim,, 00 (by, — @) = 0. Nech existuja z,y € R, x,y € N0 I,.

Oznalme ¢ = |z — y|. Nakolko ide o navzajom rozne prvky, ¢islo ¢ je kladné. Z definicie
limity postupnosti a z rovnosti lim,,_,« (b, — a,) = 0 vidime, Ze k tomuto ¢ existuje ng
tak, ze |(bng — Gng) — 0| = bpy — @ny < €. Rozdiel by, — an, je viak dlzka intervalu I,

a body z,y, kedZe st v prieniku v8etkych intervalov, st v kaZdom z nich, a teda aj

v Ip,. Ziaden interval ale nemodze obsahovat prvky, ktorych vzdialenost je vidsia ako
dlzka tohoto intervalu, a teda predpoklad o existencii dvoch réznych prvkov v prieniku
bol nespravny. &
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6.4 Postupnosti intervalov

Na zéver tejto casti uvedieme priklad doélezitého tvrdenia, pri ddkaze ktorého sa vyuziva
Cantorova veta a jej prave uvedeny dosledok.

Ukézali sme (tvrdenie 31), Ze kazda konvergentna postupnost je ohrani¢ena. Obratené
implikacia pravdiva nie je, mdéZeme ale dokazat jej slabsiu verziu.

Propozicia 49 KaZdd ohranicend postupnost redlnych cisel md konvergentni
podpostupnost.

Doékaz. Nech {a,}5°; je ohrani¢ena postupnost realnych ¢éisel. Nech d jej jej
Tubovolné dolné ohranicenie a h jej jej Tubovolné horné ohranicenie. Vsetky hodnoty
tejto postupnosti sa teda nachadzaju v intervale Iy = [d, h].

Konvergentnta podpostupnost postupnosti {a,}>°; budeme vyberat nasledujticim
sposobom. Jej prvy ¢len bude Tubovolny prvok tejto postupnosti. Nech jeho index je
n1, je to teda prvok ap, . Dalej uz uvazujeme iba o postupnosti {an}zozmﬂ, teda

o prvkoch s indexom vy$sim ako nj. T4 je zrejme takisto ohranic¢ena a vsetky jej
hodnoty sa v intervale I;. Rozdelme tento interval v jeho polovici na dva uzavreté
intervaly [d, 457, [ZE" h]. Postupnost {a,}22, 41 Mé v ich zjednoteni vSetky svoje
hodnoty, teda v aspon jednom z nich sa ich musi nachadzat nekoneény pocet. Ozna¢me
tento interval Iy a v om vyberieme ubovolni hodnotu ay, .

Popisany postup zopakujeme s postupnostou {an}ffzng 41, takto najdeme prvok ap,

a tak dalej. Tymto sposobom zaroven vytvorime postupnost uzavretych ohrani¢enych
intervalov {I,,}°2, s vlastnostou I,,;1 C I,,. Vsimnime si dlzky tychto intervalov. Ak
oznatime dlzku I ako s, teda s = h — d, tak dlzka intervalu I,, je 5w+ Z nerovnosti

0 < 5% < 2 pre vietky n € N vidime, Ze postupnost dlZok intervalov I,, ma nulova
limitu. Z tvrdenia 48 vidime, ze N2, I, jednoprvkova mnoZina.

Ozna¢me N2, I, = {a}. UkaZzeme, Ze a = limy_,; ay,. Nech € > 0. Z definicie limity
vidime, ze existuje interval I, ktorého dlzka je mensia ako ¢. Nakolko a € N9 1, je
aj a € Ip,, a teda I, C Oc(a).

Vzhladom na popisany sposob vyberania podpostupnosti {an, }32; sa ale iba konecny
pocet prvkov tejto podpostupnosti nachddza mimo intervalu I,,,, a teda iba kone¢ny
pocet jej prvkov nie je v okoli O(a). Teda limg_,o an, = a, o znamena, ze {a, 5,
obsahuje konvergentnt podpostupnost. &

Pri studiu matematickej analyzy sa stretnete s viacerymi d’alsimi aplikdciami
Cantorovej vety.

51



6 Limita postupnosti

6.5 Nekonecné rady

Sucet je jednou zo zékladnych aritmetickych operécii. Doteraz ste sa stretavali iba so
stctami kone¢nej mnoziny s¢itancov. Polozme si otazku, ¢i je mozné zaviest pojem
stctu aj pre ich nekoneény pocet. Uvazujme teda o postupnosti {a,}5°; a pokisme sa
rozumnym sposobom zaviest symbol

a+ag+---+ap+...

Zrejme by nebolo tazké definovat tento symbol vtedy, ak by boli prvky postupnosti
{an}22 zalinajuc istym ¢lenom nulové. V takom pripade by sme definovali

ar+ag+--+ap +0+0+---=a;+ag+--+ay.

Av8ak teodria nekoneénych stuctov, ktord by sa zaoberala iba takymito postupnostami,
by bola pomerne chudobné a hlavne ni¢im nie zaujimava, iSlo by v podstate iba o iné
zapisy obvyklych kone¢nych suctov.

MoéZe mat ale nekonecny pocet nenulovych séitancov rozumne definovany stcet?
Kladna odpoved signalizuje nasledujica tvaha.

Vsimnime si bod 2 na ¢iselnej osi (obrazok 6.3). Polovica jeho vzdialenosti od nuly je 1.
Polovica vzdialenosti bodu 1 od nuly je % Polovica vzdialenosti bodu % od nuly je %.
Polovica vzdialenosti bodu % od nuly je % a tak dalej. Takto ziskame postupnost
bodov. Na jednej strane vidime, Ze vzdialenost ¢isla 2 od nuly na ¢&iselnej osi je sucet
vzdialenosti medzi jednotlivymi po sebe idicimi bodmi, na druhej strane je této
vzdialenost o¢ividne 2. Malo by teda byt

IUE OV PR SR
2 4 8 2n -

Vidime, ze aj sucet nekonecéného po¢tu kladnych sé¢itancov moze mat celkom intuitivny

zmysel. Otazkou zostava, ako takyto stcet vo vSeobecnosti zaviest.

Zostanme pri sicte z predchadzajtcej tvahy. Ak by sme mali k dispozicii iba l'ava
stranu uvedenej rovnosti a chceli by sme vediet aspoii jej priblizni hodnotu, zrejme by
sme postupovali tak, Ze by sme sé¢itali niekol'ko jej prvych ¢lenov a vysledok by sme
prehlésili ze pribliznt hodnotu stu¢tu. Ak by sme chceli presnost odhadu zvysit, pridali
by sme k suc¢tu niekol'ko d'alsich ¢lenov.

Teraz by uz mala byt pomerne jasna nasledujica definicia.

Definicia 27 Nech {a,}32, je postupnost redlnych cisel. Nech pre kaZdé n € N je
Sp=a1+ ag + - -+ an. Ak ezistuje vlastnd limita s = limy,_ocs,, rad Zzozl an Sa
nazyva konvergentny ciselny rad a ¢islo s je jeho sucet. Zapisujeme y .- | a, = s.

52



6.6 Cvicenia
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Obr. 6.3: Nekone¢ny sucet

V tejto definicii st zavedené dva pojmy, nekoneény rad a jeho sucet. Cisla s,
spominané v definicii sa nazyvaja ¢iasto¢né sucty prislusného nekoneéného radu.

Pri prvom zoznédmeni sa s pojmom nekonecného radu vznikéi prirodzena otézka — aky je
rozdiel medzi postupnostou a nekoneénym radom, teda medzi symbolmi {a,}2°

ay .2, ap? Odpoved znie, Ze formalne tu rozdiel nie je nijaky, v oboch pripadoch ide
o Ciselni postupnost. Rozdiel je v8ak v tom, ¢o nas na tejto postupnosti zaujima. Ak
skiimame postupnost {a,}>2 , obvykle nas zaujima, ¢o sa robi s jej ¢lenmi, ak je index
n dostato¢ne vysoky, teda ide o limitu postupnosti. Ak ale skiimame nekone¢ny rad
>0 | an, tu nas skor zaujima, ¢o sa pre dostato¢ne velké n robi s jeho Ciastoénymi
suc¢tami, teda ide o sucet ¢lenov danej postupnosti.

V dalgom $tudiu sa zoznadmite s mnohymi vlastnostami nekonecnych radov, ako aj
s metédami ako zistit, ¢ dany rad ma stcet, v zriedkavych pripadoch aj jeho hodnotu.
Tu i8lo iba o prezentaciu dalej doleZitej aplikdcie pojmu limity postupnosti.

6.6 Cvicenia

1. Dokazte, ze kazda konStantné postupnost je konvergentna.
2. Dokazte, ze postupnost {2n}2° ; nie je konvergentna.
3. Dokazte, ze lim,, ﬁ =0.

4. Na zaklade definicie limity postupnosti dokazte, ze lim,_, 2{:?77;3 =2.

142+-+n
7,

5. Néjdite lim;,, o0 p

6. Dokazte, ze ak ma postupnost kladnt limitu, tak mnozina jej vietkych zapornych
a nulovych ¢lenov je konecné.

7. Nech lim,, o a,, = % Dokézte, ze mnozina v8etkych celoc¢iselnych hodndt tejto
postupnosti je kone¢na.

8. Najdite postupnosti {an}22 1, {bn}22,, ktoré nie st konvergentné, ale pritom
postupnost {a,b,}5° ; konvergentna je.

9. Najdite konvergentné postupnosti {a, }5 ;,{b,}5°,, pre ktoré a,, < b,, pre vetky
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n € N, ale lim,, o a,, = lim,,_ o0 by,.

Kde je chyba v nasledujucom dokaze tvrdenia 397 Ak pre vSetky n € N je a,, < by,
tak podla tvrdenia 38 je lim, oo ay, < limy,_ o0 by. Podobne dostaneme

limy, o0 by, < limy, oo €. Teda d = limy, o0 @y, < limy, o0 by, < limy, o = d a
odtial d = lim,, o by,.

Nech a, = %_H + 7%%2 + -4 % Dokazte, ze postupnost {a,}>2 je konvergentna.
Dokazte, ze lim,, o C‘;% =0.

Nech a, = (1 — 3)(1 — 1)...(1 — o). Dokazte, Ze postupnost {a,}2, je
konvergentna.

Ak lim, 00 ap, = a, tak lim,_,« |a,| = |a|. Dokazte.

Nech lim,, o0 ay, = a, by, = (—1)"a,. Rozhodnite o konvergencii postupnosti {b,}°2 ;.
Je pravdiva opac¢na implikacia k tvrdeniu z predchadzajiaceho cvicenia?

Pomocou definicie nevlastnej limity ukézte, ze lim,, o, /1 = 0.

Dokazte, ze lim;,_,oo(n — sinn) = co.

Najdite dvojice postupnosti s nevlastnymi limitami —oo a co tak, aby ich stacet bola
postupnost a) s nevlastnou limitou —oo, b) s nevlastnou limitou oo, ¢) s vopred
predpisanou vlastnou limitou a € R, d) bez vlastnej aj nevlastnej limity.

Najdite dvojice postupnosti s limitami 0 a co tak, aby ich siéin bola postupnost
a) s limitou 0, b) s nevlastnou limitou oo, ¢) s vopred predpisanou vlastnou limitou
a € R,a > 0, d) bez vlastnej aj nevlastnej limity.

Dokézte, ze postupnost nemoze mat sicasne vlastni a nevlastnu limitu, ani dve
rozne nevlastné limity.

Nech limy,_o0 a, = 00. Potom {a,}5°; obsahuje rastticu podpostupnost. Dokazte.
Ak limy, o0 ay, = 00, tak {an}22 je zdola ohranicena. Dokazte.

Dokézte tvrdenia 44, 45 a 46. Vyuzite skuto¢nost, ze kazda konvergentna postupnost
je ohranicena.

Ukazte, ze ak kone¢ny stucet zapiSeme v tvare nekone¢ného radu tak, ze za posledny
¢len suctu pridame nekonecéne vela nil, sucet tohoto nekonecného radu je rovnaky
ako povodny konecny sucet.
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