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Minitedria pravdepodobnosti

Beloslav Rie¢an

Kolmogorovova tedria pravdepodobnosti zalozena na tedrii mnozin patri
medzi najvyznamnejsie vysledky matematiky 20. storoc¢ia. Pravda, skutoénost,
ktord je jej prednostou, totiz moznost pouZivat vysledky modernej teérie
miery, zvykne niekedy brénit jej SirSiemu porozumeniu.

Cielom prilozenych listov je prispiet k preklenutiu tohto protikladu. Citatelovi
chceme predlozit text predovetkym zrozumitelny a nie prili§ rozsiahly. Ved
ked’ on pochopi zékladné myslienky, lahko sa sém bude pohybovat v prislusnej
literature i dobroprajnej spolo¢nosti.

Dovolte este podakovat sa recenzentkdm za podporu uvedenej myslienky
a starostlivé precitanie rukopisu.



1. Pravdepodobnost

Pravdepodobnost je funkcia, ktord kazdej mnozine A z urcitého systému
mnozin S priraduje ¢islo P(A) € [0, 1]. O systéme S sa zvykne predpokladat,
Ze je o-algebrou.

Definicia 1.1. Nech 2 je neprazdna mnozina, S je systém podmnozin
mnoziny 2. Povieme, ze S je o-algebra, ak plati

(i) Q e S,

(i) AeS=0Q—-AcS,

(iii) 4, € S(n=1,2,..) = U, 4, €S.

Pravdaze, o-algebra je uzavreta ku vsetkym beznym operaciam. Napr.

l=0-Q¢€S8.
Ak

Al,AQ, LA, € S,
tak aj

UA=4U0U4U..UA,UPUDU...€S.

n=1

Podobne, ak A, € S(n =1,2,...), tak

AV eS8,
1

n=

A €S,

i=1

A-B=ANB €S,
ak A,Be€S.
Definicia 1.2. Nech S je g-algebra podmnozin mnoziny Q, P : § — [0, 1].
Povieme, 7Ze P je pravdepodobnost, ak plati
(i) P(2) =1,
(ii) P je o-aditivna, t.j.

P(J A = 52, P(A,)
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kedykolvek A, € S(n=1,2,...), A, N A,, = 0(n # m).

Azda najjednoduchsim prikladom pravdpodobnostného priestoru je koneé¢na
mnozina = {uq, ..., u,} so systémom S vsetkych podmnozin mnoziny 2 a
pravdepodobnostou P definovanou vztahom

cardA
cardQ)’
kde cardA je pocet prvkov mnoziny A.
Podla predoslého je pravdepodobnost jednoprvkovej mnoziny A = {u}
¢islo

P(A) =

1 1

cardQ) 0’

Crt4 sa prirodzené matematické zovseobecnenie tohto modelu, ked pravdepo-
dobnosti jednotlivych prvkov uq, us, ..., u, € €2 st nezaporné ¢isla py, pa, ..., Pn
také, ze

P(A) =

Srpi=pi+...+p,=1

Specidlny pripad je ten, ked p; = %(z = 1,2,...,n). V tomto pripade je

prirodzené a efektivne (aj z hladiska Kolmogorovovej tedrie) definovat
Lahko vidiet, ze
PQ)=%{p;z; €Q=p1+p2+ ... +p, =1

Z axiom 1 a 2 mozno odvodit d'alsie vlastnosti pravdepodobnosti.

Propozicia 1.1. P(0) = 0.

Dokaz. Polozme A, = 0(n = 1,2,...). Mnoziny A, € S(n =1,2,...) a st
navzajom disjunktné. Preto

P(0) = P( U Ap) = X020, P(Ay) = 502, P(0) =
n=1
= lim XL P0) = Jim nP(0).
Keby P(0) > 0, t4 limita by bola co, ¢o nie je mozné. Preto P()) = 0.

Propozicia 1.2. Pravdepodobnost je aditivna, teda ak A, ..., 4, € S, A;,N



n

UAz Vi P(Ay).

Dokaz. Stac¢i polozit A; = 0 pre ¢ > n + 1. Potom

P 4) = P(J 4) = SEP(A) = S, P(A).
Propozicia 1.3. Ak A C B,A,B € S, tak

P(B— A)=P(B)— P(A),P(A) < P(B).
Specidlne
P(A")=1- P(A).

Dokaz. Zrejme
AB—AeS AN(B—A)=0.

Preto

P(B) = P(AU(B — A)) = P(A) + P(B — A) > P(A).

Ak polozime B =€), tak Q — A = A/, teda

1 = P(Q) = P(A) + P(A)).

Propozicia 1.4. Nech A, € §;A, C A,.1(n = 1,2,...),A =

(budeme znacit A, 7 A). Potom

P(A) = nh_)rgo P(A,).
Dokaz. Polozme
B1 = Al, Bg = A2 — Al, . Bn = An — An—lu

Potom B, € S (n=1,2,...) BBNB; =0 (i £ j) a

B = A
i=1
Preto
P(A) = £, P(B,) = lim T1-, P(B,).
Ale

Unt A



2?:1]3(31‘) = P(U Bi) = P(An)u
teda

P(A) = lim ¥, P(B;) = lim P(A,).

n—o0 n—oo

Propozicia 1.5. Nech 4,, € S, A, D Api(n=1,2.,...),A=N>2, A,(budeme
znacit A, N\, A). Potom

P(A) = lim P(A,).

n—o0

Dokaz. Polozme B,, = Al (n =1,2,...). Potom B,, = A, /* A’ = B. Preto

1—P(A)=P(A)=P(B) = nh_}ngo P(B,) =
= lim P(A)) = nh_)rrolo(l — P(A,)) =1- lim P(A,),

n—oo n—oo

teda
P(A) = lim P(A,).

n—0o0



2. Nahodna premenna

Definicia 2.1. Nech (2, S, P) je pravdepodobnostny priestor, t. j. S je o-
algebra podmnozin mnoziny 2, P : S — [0, 1] je pravdepodobnost. Ndhodnd
premennd (= ndhodnd veli¢ina) je takd funkcia £ : Q@ — R, ze

{weé(w)<z}tes

pre kazdé x € R. Distribu¢na funkcia F' ndhodnej premennej ¢ je funkcia
F : R — [0, 1] definovand rovnostou

F(z)=P{w € % ¢(w) < x}).

Priklad. Nech Q = {wj,ws, w3, w4}, S je systém vsetkych podmnozin
mnoziny Q, P({wi}) = 1, P({ws}) = 1, P({ws}) = . P({ws}) = &. Dalej
definujme {({wi}) = 0,§({w2}) = —1,€({ws}) = 2, {({ws}) = 2. Ak z < —1,

tak
{w;é(w) <z} ={w;€(w) < =1} =0,
teda F(x) = P(()) = 0. Ak —1 < 2 <0, tak

{wid(w) <z} = {wn},
teda F(z) = P({ws}) = . Ak 0 <2 < 2, tak

{wig(w) <o} = {wr,wn},
teda F(z) = P({w1}) + P({w2}) = 5 + 1 = 3. Ak 2 < z, tak

{w; €(Q) < 2} = {w, ws, w3, wy, },
teda F'(z) = P(Q) = 1.

Veta 2.1. Nech F' je distribu¢nd funkcia nahodnej premennej &. Potom
plati

(1) F je neklesajuca;

(i1) F je spojité zlava v kazdom bode;

(797) lim, 00 F(x) = 1;

(1) limg—, o F'(z) = 0.



Dokaz. Ak 1 < a9, tak {w;{(w) < 21} C{w;€(w) < 22}, teda

Flay) = P({w;§(w) < m1}) < P{w; €(w) < a2}) = F(2)

a F' je neklesajuca.
Nech zy € R je Tubovolny bod. Nech z,, 7 zy je lubovolnd postupnost.
Méme dokdzat, ze lim,, . F(z,) = F(xq). Ale

A, ={w;é(w) <z} N A={w;&(w) < z0}.
Preto

F(zg) = P(A) = lim P(A,) = dim F(x,).

n—oo

ﬁalej nech (x,), je lubovolnd neklesajtica postupnost taka, ze lim,, o0 7, =
oo. Potom

| = P(Q) = P f_]l{w;aw) <a,}) =

= lim P{w;¢é(w) < x,}) = lim F(x,).

n—o0 n—oo
Preto lim, ., F'(z) = 1.
Koneéne, nech (z,), je nerastica, lim,_,, x, = —0o0. Potom

0= P(0) = P( F_ﬁl{w; Ew) < 1)) =

= Jim P ) <)) = Jim Fla)
Preto lim, , ., F'(x) =0.

KedZe ndhodné veli¢ina je zobrazenie £ : Q — R, mozeme pouzivat aj
pojem vzor mnoziny A C R, ¢o je mnozina

¢ (A) ={w e Q;¢(w) € A}
Pri tomto oznaceni

F(z) = P(§((—00,2))).

Ale nielen vzor intervalov typu (—oo,a) patri do S.
Veta 2.2. Nech ¢ :— R je ndhodn4 velicina, T = {A C R;£71(A) € S}
Potom 7T je o-algebra podmnozin mnoziny R.



Dokaz. V prvom rade
E(R)=Q€S,

teda R € 7. Dalej nech A € T,t.5. £71(A) € S. Potom
§HA) = (W) es,

teda A’ € T. Konecne, nech A, € T(n = 1,2,...), t.j. £'(A,) € S (n =
1,2,...). Potom

o0

&Y 4An) = E_j (A, €S,

n=

teda U2, A, €T.

Pravda, takych o-algebier ako systém 7T z vety 2.2 je vela, napr. systém
vietkych podmnozin mnoziny R. Pouzivat budeme prienik vSetkych o-algebier
obsahujucich systém J intervalov typu (—oc,a). Vobec nad Tubovolnym
neprazdnym systémom P podmnoZin mnoziny R moZno zostrojif najmensiu
o-algebru obsahujicu P.

Veta 2.3. Nech P je lubovolny neprazdny systém podmnozin mnoziny R.
Potom existuje takd o-algebra o(P) D P, ze o(P) C U pre vsetky o-algebry
U D P. o-algebra o(P) je urtena jednoznacne.

Dokaz. Nech o(P) je prienik vsetkych o-algebier obsahujicich systém P.
Ak A € o(P),P CU. Potom A € U, teda aj A’ € U. Kedze U je lubovolnd
o-algebra nad P, je aj A’ € o(P).

Kone¢ne, nech A4,, € o(P) (n = 1,2,...),U je o-algebra obsahujica P.
Potom A, € U(n = 1,2,...), teda aj US>, A, € U. Kedze U je Tubovolna
o-algebra nad P, plati o2, A, € o(P).

Definicia 2.2. Nech J je systém vsetkych intervalov typu (—oo,x),z €
R. Potom c-algebru ¢(J) budeme oznacovat znakom B(R) a mnoziny pat-
riace do o-algebry B(R) budeme nazyvat Borelove.

Veta 2.4. Nech £ : Q — R je ndhodné veli¢ina. Potom pre lubovolni
mnozinu A € B(R) plati £71(A) € S.

Dokaz. Nech J je systém vsetkych intervalov typu (—oo,z),x € R,U =
{A C R;¢Y(A) € S}. Zrejme U D J. Podla vety 2.2 U je o-algebra. Preto
UDa(T)=B(R). Ak teda A € B(R), tak A € U, teda £71(A) € S.



Pravdaze, Borelove mnoziny mozeme charakterizovat vselijako. Uk4dzeme

to na priklade.

Priklad 2.1. Nech C = {[a,b];a,b € R}. Potom o(C) = B(R).
Médme ukdzat dve inklizie. Nech najprv [a.b] € C. Vieme, ze (—

J C B(R) pre kazdé n € N. Preto aj
1 1
la,b+ ﬁ) = (—o0,b+ ﬁ) — (—00,a) € B(R).

Odtial dostévame, ze

[e.o]

= NI ab—i— ) € B(R),

n=1
teda
C C B(R).
Kedze B(R) je o-algebra nad C, mame o(C) C B(R).
Naopak, nech (—o0,c) € J. Potom

> 1
= Jle—n,c— =] €0a(C),
n=1

n

teda
J C a(C).

Kedze o(C) je o-algebra, madme B(R) = o(J) C o(C).

00, b+2) €

Kazdéa ndhodna veli¢ina je charakterizovana svojou distribu¢nou funkciou.

Navyse aj pravdepodobnostou na B(R).

Veta 2.5. Nech £ : Q@ — R je ndhodna premennd, F' : R — [0,1] jej
distribuénd funkcia. Potom existuje prave jedna taks pravdepodobnost \p :

B(R) — [0,1], ze
Ar([a, b)) = F(b) — F(a)

pre vsetky intervaly [a,b).
Dokaz.

1. Existencia. Definujme pre A € B(R), \p(A) = P(¢71(A)). Mame



Nech A, € B(R)(n=1,2,...),A;NA; =0(i # j). Potom

3e(J 40 = PIE(U 40) = PU €4 (4,).

Ale pre i # j
EHA)NENA) = (AnA) =¢1(0) =0.

Preto
AU A) = PO €7 (40) = S22 P (An) = 52 A (A,

Navyse
Ar([a; b)) = Ap((—00,b) — (=00, a)) =
= Ap((=00,b)) = Ap((—00,a)) =
= P(§7'((~00,b)) = P((7'((—00,a)) = F(b) — F(a).

2. Jednoznaénost
Nech p : B(R) — [0, 1] je takd pravdepodobnost, ze

p(la, b)) = F(b) — F(a)
pre vsetky intervaly [a,b). Definujme systém mnozin
K = {A € B(R); u(A) = Ar(4)}.
Z propozicii 1.4 a 1.5 vyplyva, ze systém K je monotonny, t.j.
A, eK(n=1,2,..), A, "TA= A€k,

B,eK(n=1,2,..), B,\,B= BeKk.

Navyse K D R, kde R je pozostava z konecnych zjednoteni intervalov typu
la,b) a intervalov typu (—oo, ¢). Nech M(R) je najmensi monoténny systém
nad R. Podla definicie £ D M(R). Ak ukdzeme, ze M(R) je algebra, vy-
plynie z toho, ze M(R) je o-algebra nad 7, teda K D o(J) = B(R).

Uvazujme A € R pevne a polozme

Ka={BeM(R);AUB € M(R)}.
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Podla predpokladu K4 D R. Lahko vidiet, Ze K 4 je monoténny, teda AUB €
M(R) pre véetky B € M(R). vezmime teraz pevne B € M(R) a

Lp={Ae M(R);AUB e M(R)}.
Podla predoslého Lg D R. Kedze Lp je monoténny, madme Lz O M(R),
teda pre Tubovolné A € M(R) je A € Lp, teda AU B € M(R).

Ukézali sme, ze M(R) je uzavrety vzhladom na zjednotenia. Podobne sa
da dokazat, ze M(R) je uzavrety vzhladom na rozdiel mnozin. Okrem toho

R E_jl(—oo,n) € M(R),

teda M(R) je skutocne o-algebra, ¢o sme mali dokézat.
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3. Strednd hodnota

Tedria pravdepodobnosti ma svoj predmet badania, ktorym je fenomén
nahody. Ale Kolmogorovova axiomatika vychddza z tedrie miery. Zakladné
jej pojmy su tri:

pravdepodobnost = miera

ndhodnd veli¢ina = meratelnd funkcia

stredna hodnota = integral.

Uved'me motivaciu strednej hodnoty ako integralu

E(¢) = [ €ap
Q
Nech £ nadobuida koneény pocet hodnot
ap, A2, ..., Ol
s pravdepobnostami
P1,D2y -5 Pn,

teda
pi = P({w € % €(w) = s} = P ({au})).

Potom strednd hodnota F(§) je vazeny priemer
E(§) = ZiL qip;.

Ale
Yijaip; = 2’;:1041»13({@};5@) = O‘i}) =

_ /Q ¢dP.

Uvedenti definiciu rozsirime na Sirgiu triedu integrovatelnych funkcif, a to tak,

ako je to v sucasnej matematike zvykom. Totiz, ak stredni hodnotu chapeme

ako integral, potrebujeme je mat k dispozicii pre mohutnejsiu mnozinu ndhodnych
velic¢in.

Definicia 3.1. Nahodna veli¢ina £ : {2 — R je jednoduchd, ak nadobuida
kone¢ny pocet hodnot
A1, 9,y .oy Oy

12



Jej stredni hodnotu definujeme ako integral
| 6P = S aiP({wig(w) = ai}).

Ak je € nezdporna ndhodné velicina, vezmeme taki postupnost (&,),, ze
&, /€ Funkcia € je integrovatelnd, ak je lim, o [o &,dP koneénd. V tom

pripade definujeme
/ ¢dP = lim / £,dP,
9} n—oo J0

Koneéne, Tubovolna ndhodné velicina & : © — R je integrovatelnd, ak su
integrovatelné funkcie

£+ = maX(fa 0)7 57 = maX(—f, 0)

V tom pripade definujeme

/dipz/ﬂﬁdp—/gg*dp.

Pravda, aby definicia 3.1 bola korektn, treba dokazat:

1. K Tubovolnej £ > 0 existuje takd neklesajica postupnost (&,), jedno-
duchych funkcii, ze &€ = lim,, oo &0, &0 & .

2. Cislo lim,, o Jo &ndP nezévisi od vyberu postupnosti (&, ),, ale len od
funkcie &.

Veta 3.1. K lubovolnej nazédpornej nahodnej velicine & existuje taka
postupnost (&), nezéapornych jednoduchych funkcif, ze &, €. .
Dokaz. Polozme

gn(w) =n,
ak
{(w) > n,
resp. _
ulw) = L=
ak q
J— J

kde j =1,2,...,2"
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Veta 3.2. Nech ¢ je nezdpornd ndhodné velicina, (&,)n, (7,), su také
postupnosti jednoduchych nezapornych ndhodnych veli¢in, ze &, * &, n, &

.

Potom
fi [ &P = iy [ P
V dokaze vety 3.2 pouzijeme dve lemy.

Lema 3.1. Nech (&,),, je takd postupnost jednoduchych ndhodnych veli¢in,
ze &, \( 0. Potom

n—o0

lim / £,dP = 0.
Q
Dokaz. Nech € > 0 je lubovolné é&islo. Definujme
Ap={we g, > et}

Potom
[ 6P = [ &oxadP+ [ &oxadP <
Q Q Q

< P(A,) max§; +e.
Ale A, N\ 0. Preto podla propozicie 1.5 lim,, o, P(A4,) = 0. Preto

n—oo

lim / £,dP < ¢
Q
pre kazdé € > 0, teda lim,,_, Jo §ndP = 0.

Lema 3.2. Nech 7, su jednoduché, n jednoducha, n, 1. Potom

I /ndP:/ P,
neoe Jo ! 0!

Dokaz. Staci vziat &, = n — 1, a pouzit lemu 3.1.

Dokaz vety 3.2.
Nech 0 <&, 7 &,0<mn, & &, su jednoduché. Pri pevnom m

min (&, M) 7 Min(§, 9m) = Mm-

Preto podla lemy 3.2

/ mdP = lim / min(&,, o )dP <
9] n—oo 9]

14



n—oo

< lim / &, dP.
Q

7, predoslej nerovnosti vyplyva

lim / mndP < lim / £,dP.
Q Q

n—oo n—oo

Tym, ze sme stredni hodnotu definovali pomocou integrdlu, mozeme
pouzivat beiné vety z tedrie integrovania. Napr. ak &,n s integrovatelné
aa,f € R, tak

E(ag + ) = aE(&) + BEm).

Teda napr. ak &, ...,&, maji td istd strednd hodnotu E(§;) = a a ¢ je ich
aritmeticky priemer

_ 1 n
5 = 727;:152'7
n

tak 1 1
E(f) = E(ﬁz?:lgi> = ﬁE(Engléi) =

1 1
1L B(6) = Sna=a

Trochu menej zndma je veta o monoténnej konvergencii: Ak &, & &, &,
st integrovatelné a lim,, ., F(&,) < 0o, tak & je integrovatelnd a

E(&) = lim E(&,).

n—o0

Ind verzia pre nekoneéné rady. Ak &, > 0 st integrovatelné a 22 F(&,,) < oo,
tak
E(L16n) = 5001 E(6)-
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4. Transformacia integralu

Pravda, najbeznejsie pravidla pre integrovanie su v euklidovskom pries-
tore. My sme uviedli strednt hodnotu vzhladom na dant o-algebru S podmnozin
mnoziny € a dani pravdepodobnost P : & — [0,1]. V mnozine R mame
o-algebru B(R) a na nej (vzhladom na ndhodnu veli¢inu ¢ s distribuénou
funkciou F') pravdepodobnost Ar : B(R) — [0, 1].

Vezmeme najprv zlozenu funkciu go¢, kde g : R — R. Totiz ak g(x) = =,
dostaneme g o & = &, teda

E(go¢) = E(&).

Iny uzitoény priklad je funkcia g(z) = (z — E(£))?, ¢o vedie k disperzii

E(go¢€) = E((¢ — E(€))*) = D(&)-

Jednou cestou mozeme dostat transformaény vzorec pre Sirokd triedu
funkcii g : R — R.
Definicia 4.1. Funkcia g : R — R sa vola borelovska, ak

Ac B(R) = g '(A) € B(R).

Priklad 4.1. Kazd4 spojita funkcia je borelovskd. Totiz, lahko sa dokaze,
ze B(R) = 0(0), kde O je systém vsetkych otvorenych intervalov. Nech g je
spojita a

K={AcB(R);g"(A) € B(R)}.
Potom K D O, K je o-algebra, teda K D 0(O) = B(R).

Veta 4.1. Ak £ : Q) — R je ndhodna veli¢ina, g : R — R je borelovska
funkcia. Potom g o £ : Q — R je integrovatelnd podla P prave vtedy, ked
g : R — R je integrovatelna podla Ap. Vtedy plati

/gofdP:/gd)\F.
Q R

Priklad 4.2. Ak g(x) =z, tak go £ =&, teda

E(g):/nggdpz/RgdAF:/zdiF(x).
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Priklad 4.3. Ak g(z) = (z — E(£))?, tak go & = (£ — E(£))?, teda
D(¢) = E((§ - E(§))*) = E(go &) =
= [ g@are@) = [~ (@ = B dre(a)

Dokaz vety 4.1. Nech g je jednoduchd g = X' jaixa,, s € R, A; €

B(R), A; disjunktné. Potom

g(§(w)) = T aixe-1(a,),

teda
/ gotdP = X a; P61 (A) = S ik (4y) =
Q

— [ gl@)are(a).
Ak g > 0, g,, jednoduché, g, g, tak g, o0& " go&, teda

/gogdP: lim/gnO§dP: lim / gndAF:/gdAF.
(¢} n—o0 O n—oo R R

Konecéne vo vSseobecnom pripade

teda
go&=yg ol —g o,

/nggdpz/ﬂg+ogdp—/gg—ogdp:

:/g+dAF—/ g’d)\F:/gd)\F.
R R R

Zostava ndm odvodit si sposob vypoétu strednej hodnoty tak, ako sa re-
alizuje v beznych pripadoch tzv. diskrétnych a spojitych nahodsnych veli¢in.

Veta 4.2. Nech £ : 2 — R je ndhodna veli¢ina nadobidajtica hodnoty
Z1, ...,y s pravdepodobnostami pi, ..., p,. Potom

E(go§) =X 9(xi)pi-
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Dokaz. Nech A = {z1,...,z,}. Pretoze A\p(R — A) = 0, plati
E(gof) = /Rgd/\F = /RXAgd)\F =
= EL Xap (@)g(@)dAr({2:}) = ZiLig(@:)p;
Veta 4.3. Nech € : () — R je ndhodné veli¢ina s hustotou f, t.j.
P(¢ <) = /_OO F(t)dt,z € R.

Potom -

Blge§) = [ gla)f(@)da.

—00

Dokaz. Nech g = X ;a;xa,. Potom
Blgo€) = [ gdhr = Tiaite(4) =
= T2 ai [ v (@) f(@)de =
= [ S @)f@)de = [ g(@)f()de.

Ak g, st nezaporné jednoduché, g, g, potom aj g,f " gf, teda

/Rg(x) dﬂf—ggglo/ Gn(x =

— lim / gndAF:/gd/\F:E(gof).
R R

n—oo

Koneéne pre Iubovolné ¢
E(go&) =E(gro&) —E(g~ o) =
= Jrg" (@) f(x)dr — [ g~ (2) f(z)dr = [ g(z)f(x)dz.
Takze skutocne mame v diskrétnom pripade napr.
E(§) = X aipi, D(§) = Ty (@ — E(&))*p;

a v spojitom

B = [ af@)de.DE) = [ (v~ B©)*(@)dr.



Priklad 4.4. Nech z; = i,p; = eI (i=1,2,...,). Potom

1!

Priklad 4.5. Nech f(z) =0, ak 2 <0, f(z) = Ae ™, ak 2 > 0. Potom

E() = /OOO xAe”

B [e—)\z]oo 1

D Y
Pravdaze, tu sme pracovali so spocitate/nynm priestorom namiesto s koneénym,
ale z matematickej stranky ide o prirodzené zvoSeobecnenie. 7 praktickej
stranky méame navysSe vhodny priklad na pouzitie.

V pripade disperzie je uzitoéné umocnit dvojélen (¢ — E(£))?, teda
D(&) = E(& — 26B(§) + (B(€))*) =
= E(§*) —2B()E(©) + E(E(€))*) = E(€) — E((8))".

19



5. Nezavislost

Klasickym prikladom je nezavislé opakovanie pokusov. Napr. ked dvakrét
hadzeme kockou a A znamend, ze pri prvom hode padne neparne ¢islo a
B znamend Ze pri druhom padne Sestka. Dvojnasobny hod moézeme opisat
pomocou vsetkych usporiadanych dvojic ¢isel 1, 2, ..., 6,

Q=1{(1,1),(1,2), ..., (1,6), ..., (6,6)}.

Potom
A={(1,1),(1,2),...,(1,6),(3,1),....(3,6),(5,1), ..., (5,6) },
B ={(1,6),(2,6),....(6,6)},
AnB={(1,6),(3,6),(56)},
teda P(A _cardA 36 3 1
( )_cardQ_%_é_E’
cardB 6 1
P(B) = cardQ 36 6
P(ANB) = 636 216 ;é—
= P(A).P(B).

To vedie napr. k iste dobre zndmemu vzorcu

n
P = <k>p’“(1 —p)" "

Tu je P, pravdepodobnost toho, Ze pri m-ndsobnom nezdvislom opakovani

nejakého pokusu, dany jav, ktorého pravdepodobnost je p, nastane prave
k-krat.

Definicia 5.1. Ndhodné premenné £,n st nezavislé, ak pre lubovolné
A, B € B(R) plati

P (A) Ny {(B)) = P(£1(A).P(n ' (B)).

Veta 5.1. Nadhodné premenné &, su nezavislé prave vtedy, ak

P& (=00, 2)) N~ ((—00,9))) = P(§ (=00, 2))).P(n~" (=00, 9)))
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pre kazdé =,y € R.

Dokaz. Ak &, n st nezdvislé a x,y € R, staci vzial A = (—o0,7), B =
(—o0,y). Obrétene, nech plati rovnost uvedena vo vete. Vezmime (—oo,y)
pevne a uvazujme systém

K={A€B(R); P& (A) Ny~ ((—00,y))) = P(£(A))-P(n " ((—o0,y) }-
Potom je systém K monoténny a obsahuje systém 7, teda
P A) N~ ((—00,y)) = P(§(A)).P(n " ((—00,y))
pre vietky A € B(R). Polozme teraz pre pevné A € B(R)
L={BeB(R); P (A)Nn (B)) =P (A)-Pn(B))}

Podla predoslého £ D J. Kedze L je monoténny, mdme £ D M(J) = B(R),
teda rovnost z definicie 5.1 plati pre vsetky A, B € B(R).

Veta 5.2. Ak &£, 1 st nezavislé a integrovatelné, tak &n je integrovatelnd

a
E(&n) = E)E(D).
Dokaz. Nech &, 7 su jednoduché,
§ =X j0uxa,,n =27 BiXB;-
Potom
&n = ZyzlzgnzlaiﬂjXAmBj;
teda

E(én) =¥ X0 ;8 P(A; N Bj) =
= E?:1Z?:1ai/@jp(Ai)P(Bj) =
= (E?=10%P(Ai))(E?:ﬁjp(Bj)) = E(§)E(n).

Ak &, st nezaporné, vezmeme 0 < &, 7 &£,0 < n, 1, &, 0, jednoduché
nezavislé (veta 3.1). Potom &,n, " £n, teda

E(en) = lim E(&m,) = lim E(6,)E(n,) =

= lim E(&,) lim E(n,) = E(§)E(n).
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Vo vseobecnosti € = &7 — £7,n =yt — 7. Funkcie £7,£™ na jednej strane,
resp. 171~ na strane druhej, st po paroch nezavislé. Totiz
(£9)71(A) = €71(AN0,00)),
(€7)71(A4) = ((=A) N [0,00))
a podobne n*,n~. Preto

E(n)=FE(" =& )" —n7)) =
=BT ) —EE¢ ") -EEn")+EE¢n)=
E(NEm') — E(E)EM") — E(E)EMN') + E@E(-n") =

= (B(E") = EE)NEMNT) - En7)).

Veta 5.3. Nech &, 7 st nezévislé s integrovatelnym stvorcom. Potom je
takd aj £ +1n a
D(§+n) = D(§) + D(n).

Doékaz. Mame
E((&+n)?) = B +26n+1%) =
= E(&%) +2E(&)En) + E(m),
(B(E+mn)* = (B +En)” =
= (E(9)* +2E(&)EMm) + (E(n))*.
Preto

E((§+n)*) = (B +n))* =
= B(&") — (E(€))* + E(n") — (E(n))* =
= D(&) + D(n).

V zneni vety 5.3 sme sa nezmienili o existencii strednej hodnoty E(&;).
T4 vyplyva z existencie E(£?). Mdme totiz

0< (gl —1)*=¢& —2lg +1,

6l < 5(€ +1).

Kedze ({2 + 1) je integrovatelnd, je integrovatelna aj ||.
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6. Odhad momentov

Mobze sa stat, ze meriame nejakd velicinu. Urobime to niekolkokrit a
potom vypocitame aritmeticky priemer tych merani. Matematicky model je
v koneénej postupnosti nezavislych nahodnych veli¢in s tym istym rozdelenim

pravdepodobnosti.
Veta 6.1. Nech &, ..., &, su ndhodné veliciny s tou istou strednou hod-

notnou a = E(&),i =1,2,...,n.. Nech £ = 137 ,&. Potom

Podobne moézeme odhadnut disperziu.

Veta 6.2. Nech &4, ..., &, st nezavislé nahodné veli¢iny so strednou hod-
notou F(&;) = a a disperziou D(&;) = 0%(i = i,2, ...,n). Potom

BCSE (6~ ) = o

Dokaz. Plati

1
E(EE?:1<5Z' - a)g) = ﬁE?:1D<5i) =

1
_ n 2 2
n

Pravda pri odhade éisla 02 stredni hodnotu a nepozndme. Preto namiesto
nej pouzivame aritmeticky priemer

- 1
§ = 72?:157&
n

teda hladdme B
B, (& —¢)°) =
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= E(SL,& — 2650,& + né?) =
= B((Z1L1&) — n€®) = X, B(&)) —nE(&) =
=n(o® +a®) — nE(&).

Zostava ndm vypocitat
_ 1 n
B(E) = B((Lm,60) =
1 n 2
= SEELEG + Ribids) =
1,1
= EE(Zi:ISi) + EE#J'E(&)E(@‘) =

1 1
= —n(0? +a®) + 5n(n —1)d’ =
n

n2
o  a? 5 a?
=—+—4a —— =
n n n
2
o
=f+a2.
n
Preto ,
n m\2 2 2 4 2
E(XL, (& —€)7) =no” +na —n——na =

=no? — 0% =o*(n—1).

Dokézali sme teda nasledujicu vetu:
Veta 6.3 Nech &, ..., &, st nezavislé ndhodné veliciny s disperziou D(§;) =
o?(i=1,...,n). Potom

1
n—1

E( Z?:1<€i_£_)2> =
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7. Intervalovy odhad.

Videli sme, ze aritmeticky priemer ¢ nameranych hodnét je dobry odhad
strednej hodnoty a. Pravda, merané hodnoty sa sistred uji okolo nej, blizsie k
nej castejsie, vzdialenejsie od nej zriedkavejsie. Teoretickym modelom je veta
7.1. Spomenutt zdkonitost opisuje tzv. Gaussova krivka tradi¢ne uvadzand

v tvare

22

y=e 2.

K uvedenej funkcii sa nedd ndjst primitivna funkcia v tvare elementdrnej
funkcie. Vieme vsak (Dodatok 1), ze

o0 z2
/ e 2dr =2m.

—00

Definicia 7.1. Ndhodna premennd £ mé normalne rozdelenie s paramet-
rami a € R,0 € (0,00), (£ ~ N(a,0)), ak mé hustotu

1 (z—a)?
J(x) = o 27T6 202
Ak oznacime ) .
plt) = —=e"7,
tak | s—ga
f(x) == ).

o o

Propozicia 7.1. Ak £ ma normélne rozdelenie s parametrami a, (& ~
N(a,0)), tak
E(§) =a,D(¢) = 0*.

Dokaz. Myslienku predvedieme na pripade a = 0,2= 1. Vo vieobecnom
pripade je dokaz analogicky. Tak

oo 1 22
E(¢) = LOO :L’Ee_de.

22

9~ . —r . s . Y ’ z
Kedze funkcia y = xe~2 je neparna a integrovatelna. mame

E¢) = /O:O:U\/lz_wezjdx =0



Dalej, pomocou metédy per partes dostavame

00 22 00 22 22 00 22
/ e T dr :/ z.(re  2dr) = [z(—e 7)), —/ —e 2dr =

—00 —0o0

=0+ V2 =+V2m,

teda

[V

z_
2

D(€) = /_Z(x - O)Qi/ﬂdx ~1.

Z praktickych dovodov je vhodné pracovat s rozdelenim N (0, 1). Preto si
pouzivany aritmeticky priemer znormujeme. Ved vieme, Ze

E(g) = CL,D(é) - (727

pravda, za predpokladu, ze i, ...,&, s nezdvislé a integrovatelné, F(&;) =
a,D(&) =0(i=1,...,n).

Lemma 7.1. Ak E(§) = a,D(§) = 0%0 > 0an = L( - a), tak
E(n) =0,D(n) = 1.

Dokaz. Mame

= (BO) —a) = ~{a—a) =0,
Dn) = B( (¢~ a)?) =
= LB~ af) = o' =1

Désledok. Ak &y, ...,&, si nezavislé s tym istym rozdelenim, E (&) =
a,D(§) = 0% 0 >0, tak

B =6 - na) = B =0
I D(”?JZE% —1

Ohlasena limitnd veta (jedna z moznosti) ma teda nasledujicu formu.
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Veta 7.1 (Centralna limitna veta). Nech (£,)°2; je postupnost nezdvislych,
rovnako rozdelenych ndhodnych premennych so strednou hodnotou E(§,,) =
a) a disperziou D(§) = 02,0 > 0(n = 1,2, ...). Potom pre kazdé x € R plati

, ¥ &(w) —na I 2
lim P({w; ==L — —/ > d.
i, Plw == <2l = 3= L.©

Dokaz je uvedeny v kapitole 8.

Priklad 7.1. Majme n nezavislych merani &i,...§,,6 > 0. Aka je prav-
depodobnost toho, ze [ —al < § ?

Méame

P(f—al<8)=P(E—-a<d)—PE—a<—6) =

- <5—a<j’ﬁ>—P<§—a<—>,

kde % =9, teda e = @. Preto

P(E— CL| < 5) = - ﬁ€_7dt — . ﬁe_?dt —

= [ ()t =2 /0 “o(t)dt.

Ak oznacime ®(e) = [ p(t)dt, mame

P(|E — a] < 6) = 20(c) = 2@(“55) — a.

Z vety 7.1 vyplyva klasicky vysledok spojeny s menami Movrea a Lapla-
cea. Ide o ndhodnt premenni s binomickym rozdelenim k,,, ktora ma hodnoty

0,1,....n

s pravdepodobnostami

= Plwibe) =) = [ )b =)
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Veta 7.2. Nech k, je ndhodnd premenna s binomickym rozdelenim s
parametrami n, p. Potom pre vsetky x € R plati

kn(w) —np <

1 T 42
(L) x})—m/_we dt.

lim P({w;

Dokaz. Polozme &, = x4, kde A,, st nezdvislé a P(A,) =p (n=1,2,...).
Potom
E¢)=1p+0.(1—p) =p=aq,

D(&) = (1 =p)"p+(0—=p)*(1 —p) =p(1l—p),
teda o = {/p(1 — p). Navyse
276 = k.

Preto
kn(w) —np _ Y& —na

np(1 —p) o\/n
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8. Dokaz centralnej limitnej vety

Jednou z moznych technik dokazu je technika tzv. charakteristickych fun-
kcii. Je zalozend na Taylorovom rozvoji

£(@) ~ 50) + e 4 L

(n)
1 5] x°+ ...+ o x4+ ...
Dobre zname si rovnosti
2 n
L R R
e TR TR
‘ . - 221
22 ot . 22n
cosx:1—5+1—...+(—1) + ..

Niektoré vztahy platia aj pre komplexné ¢isla, teda

- 1T ix)? ir)? iz)*
ey i, @2 @) ()

(ix)>
T TR TR TR - R
x? x? . b ab

TR TR G T T

= cosx + 1sinx.

Definicia 8.1. Ak ¢ je ndhodnd premennad, tak jej charakteristicka fun-
kcia 1) : R — C' je definovand vztahom

Y(t) = E(e™) = E(costé) + iE(sint€).

za predpokladu, ze ta stredna hodnota existuje.

Priklad 8.1. Nech ¢ ma normélne rozdelenie N (0, 1). Potom ¢ (t) = e
Podla definicie a vety 4.3

v(t) = Be") = [

—00

. S
e o(r)dr = / ette e 2 dzx.
p(z) . or
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Ale

itx — 5 = ——(2* — 2itz) =
= gl =it — (] = g (@~ it) —

Preto

1 oo r—1 2 2
U(t) = Nor LOO e_( > e Tdr =

+2

= e_é /OO p(r)dr =€ 2.

—00

V nasich ivahéach su dolezité charakterizacie exponencialnej funkcie, napr.

1
e= lim (1+ —)"
n—oo n
Vo vSeobecnejsom tvare hovori o tom nasledujica lema, ktord budeme
potrebovat.
Lema 8.1. Ak lim,,_., 2, = z, tak

lim (1 + Z—n)" = ¢”
n—o0o n
Dokaz. Pouzijeme Taylorovu vetu na funkciu f(z) = In(1 + z), teda
fl(x) = p%x, 7 (x) = —(1 4 x)~2. Ak polozime a = 0, dostaneme
/! 0 ”
In(1+ ) = f(0) + fl(' ):c—i— f2(‘0)$2 =
=0 - ?
LT
kde c lezi medzi 0 a z. Preto
Zn 252

z
(14 y=2n o A
n(l+ n> n  2n?(1+c)?

Vezmime n také, aby ‘%' < q < 1. Potom

2p2

z
In(l 4+ 2)" =z, — — "
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2
51 _ Zn _
Ak oznacime —5— ez = R, tak

1
Rn < .
[nBal < o
teda lim,,_,. nR, = 0. Preto

lim In(1+ Z—n)” = lim z, = z,
n—o00 n n—o00

teda

lim (1 + z—n)" =e°.
n—o0 n

Veta 8.1. Nech (£,)5%, je postupnost nezavislych rovnako rozdelenych
nahodnych premennych, E(&,) = a, D(&,) = 02,0 > 0,1, je charakteristickd
funkcia nahodnej premenne;j

Z;‘:lfj —na
ovn

(n=1,2,...). Potom

+2

lim 1, (t) =e 2

n—oo

pre kazdé t € R.
Dokaz. Oznac¢me

J =1,2,... VSetky n; maju rovnaku charakteristicki funkciu
g(t) = E(e"),j =1,2,...
Nech 1, je charakteristicka funkcia nahodnej premenne;j
Z;‘:lﬁj — na
ovn
Ked'ze n; st nezdvislé, plati
Ya(Vnt) = B(e"™") =

= BE(Ij_ ™) =T17_,(9(t)) = g(t)",

J=1
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teda
t

ol

Ale, ak F' je distribu¢nd funkcia ndhodnej premennej n;, tak

Yu(t) = 9(

g(t) = E(e™m) = [ O; G AR (z),

gt) = z/o:o v dF (z),

gw (t) — _/O:O xzemdF(a:),

teda

9”(0) 2
1! bt 21 =

Pritom

kde ~ ' ~
lim 2" dF (z) = / v*dF(z) =

t—0 ) _ — 0

Preto



Méame
t ., -

W (1) = g(—=)" =
Yalt) = (=)
t2 t
= (1= — n _
(1= 5 +o(—=)
2 t
—5 +no(=) z
_ 1 2 n n _ 1 “ny\n
(L4 = (14 )
Ale ()
t? ol =
Hm 2 = Jim (=5 4 £ ) =
2 2
_ 2 o(u) _i
- +i 1l¢£>r(1) w2 2

Preto podla lemy 8.1
. . Zn _
lim ¥, (f) = lim (14 —=)" =e¢

n—00 n—00 n

V Dodatku 2 je dokazané, ze ak F), je odpovedajica distribucna funkcia,

€T

tak
Jim Fo(z) = lim | o(t)dt,
kde
1 2
e 2.

Preto z vety 8.1 vyplyva veta 7.1.
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9. Zakon velkych é&isel

Centralna limitna veta ndm dava cenny nastroj pre odhad strednej hod-
noty pomocou aritmetického priemeru. KedZe vsak mame k dispozicii ab-
straktny kolmogorovovsky aparat, bolo by hriechom nespomentit dve iné,
vSeobecne zname formulacie.

Veta 9.1 (Cebysevova nerovnost). Nech ¢ je ndhodn4 veli¢ina, ktord ma
disperziu D(§). Potom pre kazdé € > 0 plati

D(e)

e2

Dokaz. Polozme B = {w; |{(w) — E(£)| > €}. Potom

P{w; [§(w) — E()| = ¢}) <

D(E) = [ (€= BOPAP = [ (€= B©)PdP = £ P(B).

Veta 9.2 (pravidlo 30). Nech £ je ndhodna veli¢ina s kladnou disperziou
D(¢) = 0% 0 > 0. Potom

Nl

P({w; |€(w) = E(§)] = 30}) <
Dokaz. Vo vete 9.1 staci polozif € = 30.

Veta 9.3 (slaby zakon velkych ¢isel). Nech (£,)52, je postupnost nezdvislych,
rovnako rozdelenych ndhodnych velicin majicich disperziu. Potom pre kazdé
e > 0 plati

I P({w; |+ S, — B(&)] > ) = 0.

n—oo

Dokaz. Vo vete 9.1 treba polozit £ = 257, ¢;. Potom

(2

B(©) = S, B(6) = nB(6) = B(&),

1 1 1
D(¢) = ﬁz?le(fi) = ﬁnD(fl) = ED(&)'

Preto ) 1
P({w; |EZ?=1& —E(&)] >¢€}) < ?ﬁD(&)-
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Veta 9.4 (Bernoulliho zékon velkych ¢isel). Ak &, je ndhodnd premennd
s binomickym rozdelenim s parametrami n € N,p € [0,1], (n = 1,2,...), tak
pre Tubovolné € > 0 plati

lim P({w; |k"(“’)

n—o0 n

—pl >¢€})=0.

Dokaz. Vo vete 9.3. polozme &; = x4,, kde Ay, Ao, ... st nezavislé udalosti,

P(A) =p, (i =1,2,..).
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10. Podmienend pravdepodobnost

Nech priestor €2 méa n prvkov, podmnozina A mnoziny {2 ma m prvkov,
teda P(A) = m/n. Z tych m prvkov je k takych, Ze v nich nastane aj B,

teda

k

P = £ = _P(ANB)

P(A)

3R

Preto

P(ANB) = P(A).P(B|A).
Ak st A, B nezdvislé, tak P(AN B) = P(A).P(B), pravdepodobnost prie-
niku sa rovnd suc¢inu pravdepodobnosti. Vo vieobecnosti pravdepodobnost
mnoziny B zavisi od podmienky A. Predpokladajme, ze podmienky A sa
menia. Dané st rozkladom I' mnoziny §2

F — {Al,Az, ...,An},

kde P(A;) > 0 (i = 1,2,...,n),A4,NA =0 (i # j),U-, 4 = Q. Roz-
kladu I" zodpovedd o-algebra Sy = o(I") nim vytvorend. Ak nastane A;, tak
podmienend pravdepodobnost javu B je P(B|A;). Mozeme teda definovat
P(B|I") = P(B|Sy) ako realnu funkciu na €, ktord mé na kazom prvku w z
mnoziny A; hodnotu P(B|A4;). To mozeme zapisat ako

P(B|So)(w) = XL, P(BlAi)xa;(w).

Tato funkcia ma dve vlastnosti:
1. Funkcia P(B|S;) je Sp-meratelna.
2. Pre lubovolné E € S, plati

/ P(B|S,)dP = P(BN E).
E
Skutocne, ak E € &y, tak F = U;c, Ai, teda
[ PBIS)AP = [ xeS, P(BIA)xAdP =

_/ S P(BIA)Xe0a AP = Siea [ P(BIA)x50A,dP =

P(BNA;)

Py )=

= Yica P(B|A;))P(ENA;) = Sica
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= SicaP(BN A;) = P(BN Ujeq A1) = P(BN E).

Ale uvedenymi dvoma vlastnostami moZeme definovat podmienent prav-
depodobnost javu vzhladom na lIubovolni o-algebru Sj.

Veta 10.1. Nech (2, S, P) je pravdepodobnostny priestor, S C S je
o-algebra, B € S. Potom existuje takd Sp-meratelnd funkcia f: Q — [0, 1],

7€
/E fdP = P(EN B)

pre Tubovolnt mnozinu £ € S,.
Dokaz. Definujme na Sy dve miery u, v predpisom

u(E) = P(E),v(E) = P(EN B).

Potom v je absolitne spojitd podla u (u(E) = 0 = v(E) = 0). Preto
podla Radonovej - Nikodymovej vety (Dodatok 3) existuje takd Sp-meratelna
funkcia f, ze

P(EﬂB):V(E):/IEfdM:[EfdP

pre vsetky E € Sy.
Pravdaze, funkcia f nie je urcena jednoznacne, ale ”skoro”jednoznacne.

Definicia 10.1. Nech f, g st meratelné funkcie na priestore (2,8, p).
Funkcie f, g sa rovnaji pu—skoro vsade, ak

pl{w € f(w) # g(w)}) = 0.

Veta 10.2. Nech [, fdp = [z gdp pre vsetky E € §y. Potom p-skoro
vsade f = g.

Dokaz. Polozme h = f — g. Potom h je Sp-meratelnd a [ hdu = 0 pre
vietky E € Sp. Ak je h nezdpornd, jednoduchd, tak h = X" jaixa,, 4i €
S() (’l = 1, 2, )7A7, N Aj = @ (Z 7é ]) Potom

0= [ hdn=3r, [ aixacwdn =S iai(Ai N E),
E

teda a; = 0, alebo pu(A; N E) = 0. Preto h = 0 skoro vsade.
Ak je h nezdpornd Sy-meratelnd, vezmeme jednoduché h,,,0 < h, * h.
Kedze 0 < [z hndu < [ hdp = 0, su h, skoro vsade nulové a preto aj h.
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Kone¢ne pre lubovolni Sy-meratelnt h, mnoziny E+ = {w; h(w) > 0}, E~
= {w; h(w) < 0} st Sy-meratelné, [+ hdp =0, [5- hdp =0, teda h = f — g
je p-nulové skoro vsade na E* aj £~ a preto aj na E. To ale znamen4, zZe
pu—skoro vsade f = g.

Definicia 10.2. Nech (2, S, P) je pravdepodobnostny priestor, Sy C S je
o-algebra, B € S. Potom P(B|Sp) : 2 — R je lubovoln4 takd Sp-meratelnd
funkcia, ze

/ P(B|Sy)dP = P(EN B)
E
pre vietky E € Sp.

Veta 10.3. Nech (€2, S, P) je pravdepodobnostny priestor, S C S je
o-algebra. Potom

1. P-skoro vsade P(0|Sy) = 0, P(Q|S,) = 1.

2. P-skoro vsade 0 < P(A|S)) <1,A€ S.

3.Ak A, € S(n=1,2,...), A;NA; =0(i # j), tak P-skoro vsade

P AnlSo) = 522, P(A,]Sy).

n=1

Dokaz. Prva vlastnost vyplyva z toho, ze [p1dP = P(E) = P(E N
Q), [f0dP =0= P(EN), teda P-skoro vsade P(QSy) =1, P(0]|S,) = 0.

Aby sme dokdzali druhi vlastnost, vezmime E = {w € Q; P(A|Sy) < 0}.
Keby P(E) > 0, potom by P(EN A) = [, P(A|Sy)dP < 0, ¢o nie je mozné.
Analogicky sa dokdZe druhd nerovnost.

Konetne, nech 4, € S(n = 1,2,...), A, N A; = 0(i # j). Nech E € S.
Potom

P(A,NE) = /E P(A,|Sy)dP.

Preto
P(( L—J1 A,)NE)=P( Ql(An NE)) =

¥ P(A,NE) =5, / P(A,|Sy)dP =
E

= | (22 P(A|S0)dP.
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11. Podmienena stredna hodnota

Podobne ako sme zaviedli podmienenti pravdepodobnost, mozeme zaviest
aj podmienenu strednid hodnotu. Tak ako definicii 10.2 predchadzali exis-
tencné vety 10.1 a 10.2, aj teraz uvedieme existencnu vetu.

Veta 11.1. Nech (2, S, P) je pravdepodobnostny priestor, S C S je
o—algebra, £ : 1 — R je integrovateln4d ndhodna premennd. Potom existuje
takd Sp-meratelnd funkcia f : Q — R, 7e pre vietky E € S plati

/E fdpP = [E ¢dP.

Ak ¢ je ina taka funkcia, tak P-skoro vsade g = f.
Dokaz. Definujme na Sy tri miery pu, vy, vo @ S — [0, 1],

u(E) = P(B),n(E) = [ ¢taP.w(E) = [ ¢ ap.

Potom v, je absoltitne spojitd podla ju, v, je absoliitne spojitd podla p. Exis-
tuju teda také Sp-meratelné funkcie fi, fo : Q — R, Ze

n(E) :/Efld/% vao(E) :/Efzdu-

Ak polozime f = f; — fs, tak pre kazdé E € Sy plati

/EfdP:/EfldP—/EdeP:yl(E)—ug(E):

:/E§+dP—/E£_dP:/E§dP.

Ak zaroven [ gdP = [5£dP pre kazdé E € S, tak [ gdP = [ fdP pre
kazdé E € Sy, teda P-skoro vsade f = g podla vety 10.2.

Definicia 11.1. Nech (€2, Sy, P) je pravdepodobnostny priestor, Sy C
S je o-algebra, £ : Q@ — R je integrovatelnd ndhodnéd premennd. Potom
podmienend strednd hodnota E(£]Sy) : Q — R je taka Sp-meratelnd funkcia,
ze

| EB@is)ar = [ cap
E E
pre vsetky E € Sy.
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Veta 11.2. Nech (€2, S, P) je pravdepodobnostny priestor, S C S je
o-algebra, £ je nezdpornd, integrovatelnd nahodnd premennd. Potom

E(¢|So)dP >0

P- skoro vsade.
Dokaz. Nech E = {w; E(§|Sp)(w) < 0}. Keby P(E) > 0, potom by

0< / E(€]So)dP < 0,
E
€O je spor.

Veta 11.3. Nech (€2, S, P) je pravdepodobnostny priestor, S C S,&,n
integrovatelné ndhodné premenné «, 8 € R. Potom P-skoro vSade

E(ag + Bn|So)) = aE(§|So) + BE(n|So).-
Dokaz. Ked'ze pre kazdé E € Sy plati
[ Be1syap = [ cap. [ E@iS)dp = [ nap

pre E € &y plati tiez

/E(Oéerﬂn)dP:a/EfdP+ﬁ/EndP:

= o [ Bels)aP+ 5 [ Emis)dP =

= [ (QE(ElS) + BE(m|S)dP.

Veta 11.4. Nech (92, S, P) je pravdepodobnostny priestor, Sy C S je o-
algebra, (£,)%°, postupnost integrovatelnych ndhodnych premennych, &, \
0. Potom P-skoro vsade

E(£]So) \( 0.
Dokaz. Pre E € Sy xg&, \( 0, teda

0= i / AP = 1i /E 1S,)dP =
m | Jim | E(€a|So)

n—o0

= [ (lim E(&|S0))dP.

E N—00
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Dodatok 1. Laplaceov integral

22
Veta. Pre Laplaceov integral plati [ ez dx = /2.
Do6kaz. Urobime ho pomocou dvojnych integrdlov. Nech A je Stvorec,
A = [—t,t] x [—t,t]. Podla Fubiniho vety plat{

// d:z:dy—/ dx/ _17. _fdy—</_tte_x22dx)(/_tte_y22dy) =
= (/tt e‘édx)%

Nech B je kruh so stredom v za¢iatku a polomerom r. Ak pouzijeme poldrne
suradnice, dostaneme

2m 02 o297 ,
//B dxdy = / dgo/ e 2.odo = 27r{—e_7}0 =2r(l—e 7).

Ak B! je kruh opfsany stvorcu A (mé teda polomer tv/2) a B je kruh vpisany
do stvorca A (polomer t), tak

/ / 5 dady = / / 5 dady < / / S5 drdy,

2

2m(l — e %)g(/_t _2dx) <or(l—e®).

i ([ e Fa)’ =om
t 2

lim e~ Tdr = V2.

t—oo J_¢

V)

Preto
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Dodatok 2. Distribu¢né a charakteristické funkcie
Cielom tohto dodatku je dokaz nasledujicej vety.

Veta. Nech (F,)%, je postupnost distribu¢nych funkeii, 1, zodpove-
dajice charakteristické funkcie, t.j.

Ualt) = [ €dF,(x)t € R

—00

t2
Ak lim,, 0 9, (t) = €77 pre vSetky t € R, tak

: ¢ 1 _2
lim F,(z) = /_OO \/ﬁe 2 dt
pre vSetky x € R.
Dokazu vety predosleme tri tvrdenia.
Propozicia 1. Nech (Gy); je postupnost distribu¢nych funkcii. Potom
existuje z nej vybrand (G, )2, (ozna¢me Gy, = H,) a takd neklesajica spojitd
zlava funkcia G : R — [0, 1], ze

zlggo Hi(z) = G(x)

pre vSetky = € R.

Dokaz. Nech Q = (z;)$2; mnozina vSetkych racionédlnych ¢isel. Pretoze
(Gr(x1))52, je ohranicend, existuje z nej vybrand konvergentnd (G,(cl)(xl))z‘;l,
takd, ze existuje limy_,oo G,(:)(ml) = ¢g(x1). Podobne z postupnosti (G,E}))z‘;l
vyberieme (G,(f))zozl, aby existovala limy,_,., G}(72) = g(z2) Takto dostaneme
postupnost postupnosti

V. eV e, ...
a?. P 6%, ...

RN SN S

pricom nasledujica je vybrana z predchadzajicej a pre kazdé ¢ existuje

lim GS) = g(z;).

k—o0
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Potom postupnost (G()> | je vybrana z postupnosti (G3)5, a

n

lim G (x;) = g(x;)

n—oo

pre kazdé i. Polozme Hj, = G,(f), teda

lim Hy(x;) = g(z;),i=1,2, ...

k—oo

Naostatok stac¢i polozit pre lubovolné x € R

G(z) = lim sup{g(z;);z; < u}.

U—r—

Propozicia 2. Nech (H)2, je postupnost distribuénych funkcif, 1y
zodpovedajice charakteristické funkcie, t.j. ¥ (t) = [°° e dHy(z). Nech

t2
limg oo Vi(t) = e 2,6 € R limg,o, He(z) = G(z),z € R. Potom G je
distribucna funkcia a - ,
/ G (z) = e 7.

—0o0

Dokaz. Mdame

/ue—%dt: " lim @Z)k(t)dt:/u lim /OO ¢t q H () dt =
0 0 k—oo 0 k—ooJ—_—x

00 ezua: -1

— lim [ ] / "t dt]dH (x) = Jim dH,(z) =
oco JO

k—oo J— k—oo J -0 1T

_ L Z emf_ld(;@) _ [ O:O[ /0 " e dG () =

- [ e

-5 = /OO e dG(z),t € R.

Preto

Ak v tejto rovnosti polozime ¢t = 0, dostaneme
1= Xs(R),

teda G je distribu¢nd funkcia, ktorej charakteristicka funkcia je



Propozicia 3. Nech F, G su také distribucné funkcie, ze
/ e dF(z) = / e dG (z).

Potom F(x) = G(x),z € R.
Dokaz. Najprv uvazujme funkciu ¢ v tvare ¢ (x) = X"_;¢;e'™% . Zrejme

| v@ar@ = [~ u@dc)

—00 —00

Pretoze kazda spojita funkcia f na R nulovd mimo nejakého kompaktného
intervalu sa d4 aproximovat funkciami predoglého typu, mame

" iware) = [~ jace)

Ale takymi funkciami sa zase daji aproximovat funkcie typu xi44). Preto

Ae(@0) = [ XandF@) = [ XandGla) = A((a.b).
Napokon

F(z) = lim Ap([x — n,2)) = lim Ag([z —n,2)) = G(z).

n—o0 n—oo

Dokaz vety. Nech (Gy)32, je lubovolnd postupnost vybrand z postupnosti
(F},)e,. Potom podla propozicie 1 existuje také neklesajiica spojitd funkcia
G : R — [0,1] a takd postupnost (H;)i2, vybrand z postupnosti (G)52;, Ze

G(z) = llim H|(z),z € R.
—00
Podla propozicie 2, funkcia G je distribu¢né a

/OO e dG (z) = e

Definujme




Ale aj o .
/ edF(x) = e 2.

Pretoze z rovnosti charakteristickych funkcii vyplyva rovnost funkcii dis-
tribu¢énych (propozicia 3), vidime, ze z Tubovolnej postupnosti (F},,)2; vy-

branej z (F,)5°; existuje takd postupnost (Fs, )ils00 Vybrand z nej, ze

: 12
lclggo F,, (x) = F(z) = [m \/%e dt

Z toho ale vyplyva, ze

lim F,(x) = F(x)

n—oo

pre vSetky x € R.
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Dodatok 3. Radonova - Nikodymova veta

Ak (Q,8, 1) je pravdepodobnostny priestor, f nezédpornd, integrovatelna
funkcia, tak zobrazenie v : S — R definované rovnostou

v(E) = [ fan.

E

je miera. Navyse plati implikacia
wE)=0=v(E)=0.

Poslednej implikdcii hovorime, Ze je v absolitne spojitd podla u. Radonova
- Nikodymova veta tvrdi opak.

Veta 1 (Radon - Nikodym). Nech (2, S, ) je pravdepodobnostny pries-
tor, v : S — R koneénd miera, absolitne spojitd podla u (t.j. p(E) =0 =
v(F) = 0). Potom existuje takd integrovatelnd funkcia f, ze

v(E) = [ fdu
E
pre kazdé FE € S.

V dokaze uvedenej vety sa vyskytuju mnozinové funkcie, ktoré su o-
aditivne, no nemusia byt nezdporné. Prototypom je funkcia s definovana

vztahom
W(E) = [ fdu.

pricom f nie je nezaporna.

Definicia. Nech S je o-algebra podmnozin mnoziny 2. Funkcia x : § —
R sa nazyva zovseobecnend miera, ak pre lubovolné mnoziny A, € S (n =
1,2,...), také, ze A;NA; =0 (i # j) plat

MQA&=E£WMJ

Veta 2 (Hahnov rozklad). Nech & je zovSeobecnend miera na o-algebre S
podmnozin mnoziny €. Potom existuju také mnoziny A,B € S, 72e AN B =
), AUB=Qa

K(E)>0pre E €S, ECA,
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k(E)<0pre E€S,EC B.

Dokaz. Ak je k nezdpornd, staci vziat A = Q, B = (), ak je x nekladna
zase staci vziat A = (), B = Q. Rozoberme vseobecny pripad.

Mnozinu C' € § nazveme zépornou, ak x(E) < 0 pre vSetky £ € S, F C
C. Uvazujme disjunktné systémy zapornych mnozin C', ktoré maju zapornu
mieru x(C) < 0. Nech B je maximalny systém s uvedenou vlastnostou.
Uvazme, ze B je spocitatelny systém. Totiz

B=]J B,
n=1
kde ]
B, ={CeS:n(C) < —.

Pritom B, je dokonca konecény systém, lebo miera s je konecna.
Ked'Ze systém B je spocitatelny, B = { By, Bo, ...}, mdzeme polozit

B=U®B €S,
Ak E C B, tak E = U2, (EN By), teda
K(E) = S k(ENB,) <0,
ked'ze kazda B; je zaporna.
Definujme A = Q— B. Nech F € §, E C A. Mdme dokézat, ze k(E) > 0.

Nech to nie je pravda. Potom existuje £ € S,E C A,x(E) < 0. Keby
mnozina F bola zaporna, bol by to spor s maximalitou systému B, lebo

BU{E}={E, By, By,..}

by bol vacsi ako maximélny. Existuje teda F' € S, F C E,k(F) > 0. Po-
dobnou metédou ako sme ziskali By, Bo, ..., moZeme ziskaf maximélny dis-
junktny systém {Gy, G, ...} podmnozin mnoziny F kladnej miery x(G;) >
0(i=1,2,...). Potom G = U;2; G; C E m4 kladni mieru, ale mnozina £—G
uz podmnozinu kladnej miery neobsahuje, teda je zaporna. Navyse

0> k(F)=kr(EF—G)+k(G).

Kedze k(G) > 0, je k(E — G) < 0, pricom E — G je zapornd. To je spor s
maximalitou systému B, lebo systém

{E—G,Bi,By,..}
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je vacsi ako maximalny. Vidime teda, ze k(E) > 0 pre vSetky £ € S, E C A.

Ozbrojeni takym silnym prostriedkom, akym je veta 2, mozeme sa pustit
do dokazu vety 1. Najprv hladani funkciu zostrojime. Nech

K = {f; fintegrovatelna, VE € S : [, fdu < v(FE)}.

Pretoze [, fdu < v(Q), je mnozina

U fdui f e Kk}

ohranic¢end, existuje teda
a=sup{ [ fdus f € K}.

Nech (g,)5°, je takd postupnost funkcif z KC, ze

a= Sup{/ﬂgndu;n €N}

Ak polozime f,, = max(gi, ..., gn), (n = 1,2, .,), dostaneme taki neklesajicu
postupnost z K, Ze

a= lim/fndu.
Q

n—oo

Ak polozime f = lim,,_, fn, tak

/ fdu = lim / fndp = a.

E n—oo JO

Navyse pre lubovolné E € S plati
[ tdu= [ fxpdn= Jim [ fuoxeds < v(E).
E 9] n—oo JO

Teda aj f patri do K.

Vieme, ze [ fdp < v(E) pre Tubovolné E € S. Mdme dokdzat rovnost.
Ak t4 rovnost neplati vsade, existuje také F € S, ze [ fdu < v(F). Ak
definujeme 1y : S — R rovnostou

w(E) = v(B) — [ fdp.

tak 1 je miera, ktord nie je identicky nulové. Pre Tubovolné n € N polozme

a(E) = w(B) ~ ~u(E).

48



Nech A, B,, je Hahnov rozklad vzhladom na zovSeobenend mieru v,, teda
vn(E) >0, ak E C A, v,(F) <0, ak £ C B,,. Polozme

A= U4 B= (B

Potom 1
Vn(Bn) = VO(Bn) - ﬁ:U’(Bn) < 07

teda 1
vo(B) < w(Ba) < —p(Bn), (n=1,2,...)

odkial dostdvame, ze 15(B) = 0. Ale

Q-B=0-(B.=J(@-B,)=J A4, = A.
n=1 n=1 n=1

Ked'Ze vy nie je identicky nulovd, mdme v(A) > 0. Existuje teda také m € N,
7€
0 < vo(An) = v(Ay) — / dp.
Am

Oznaéme A, = C,+ = ¢, teda 1y(CNE) —en(CNE

) Pretoze v je
absolitne spojitd podla p, je tak v(C) > 0 ako aj u(C) >

> 0.
0. Definujme

g:f+€XC7

¢o je integrovatelna funkcia,

/diMZ/Qfdu—l—su(C)>/Qfdu:a.

Ak teda ukdzeme, ze g € K dojdeme k sporu. Nech teda E € S je Tubovolné,
potom

Agduz/}gfd,u—l—&?p((?ﬂE)S[Efdu+uo(CﬂE).

Ale
/Efd/i-i‘Vo(CﬂE)Z/Efd,u—i—u(CﬂE)—/C fdu =

nE

= fdu+v(CNE)<
folte

<v(E-C)+v(CNE)=v(E).
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