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PREDSLOV






Této knizka je ivodom do tedrie pravdepodobnosti a do tedrie integralu.

Stadium veelku zakladnych otédzok tedrie pravdepodobnosti robi posluchacéom
znaéné tazkosti, ¢asto vicsie ako §tudium inych, mozno aj komplikovanejsich
matematickych tedrii. Mozno je chyba aj v tom, ze sa vyklad pravdepodob-
nostnych pojmov chdpanych zvicsa intuitivne vymyka z bezného matematického
vzdelania nasej mlddeze. Matematické vzdelanie sa sistred uje najmé na mate-
maticki analyzu, ¢iastocne aj na geometriu a algebru.

Ale ak je to tak, potom by vyklad pravdepodobnostnych otédzok na zaklade
matematickej analyzy mohol ulahéit stidium teérie pravdepodobnosti. Sticasne
by bol takyto vyklad moderny, pretoze by tesnejsie korespondoval so sicasnym
stavom v tedrii prvdepodobnosti.

V ¢om spociva suvis medzi tedriou pravdepodobnosti a matematicko analyzou?
Zjednodusene povedané v tomto: Ak A, B st dve nezlti¢itelné udalosti (javy) a
AU B je udalost, ktora spoéiva v tom, Ze nastane aspoii jedna z udalosti A, B,
tak P(AU B) = P(A)+ P(B). Rovnakt vlastnost m4 viak aj miera (ako mieru
si predstavme napr. plosny obsah).

Napisal som uZ,Ze mojim cielom bolo podat taky vyklad zdkladnych poj-
mov tedrie pravdepodobnosti, ktory by bol ¢o najucinnejsi z metodického aj
odborného hladiska. To bol prvy impulz, ktory ma viedol k myslienke napisat
tito publikdciu. Pravda, nie jediny a teraz uz ani nie hlavny. Ale aj tak som sa
v 1. kapitole okrem iného pokusil ukdzat ako si predstavujem taky vyklad uz na
celkom elementédrnej irovni.

Vyskytla sa tu totiz este d'alsia otdzka: ako d'aleko ist, ¢o vietko vysvetlovat
alebo zdévodnif. Rozhodol som sa nezahfiiat do knizky velmi vela materidlu,
vysledkov, ale podrobne objasnit zakladné pojmy. A to nebolo mozné bez pouzitia
modernej tedrie Integralu, akd vytvoril na zaciatku 20. storoc¢ia H. Lebesgue.
Uréil som si preto ciel - vysvetlit systematicky, podla moznosti zrozumitelne
a stcasne na minimélnej ploche zdklady tejto tedrie. Predlozeni pracu mozno
pouzit aj ako samostatny tivod do tedrie integralu. Minimélny program takého
studia tvoria kapitoly II, IIT a 6 casti kapitoly IV.

Od citatela nepredpokladdm viac, ako by mal vediet lepsi maturant. Uréitd
naro¢nost problematiky predpoklad4 primerané vzdelanie, aké mozno konstatovat
povedzme po dvoch semestroch matematiky na univerzite alebo technike. Ak
treba azda nie¢o zdoraznit z predbeinych znalosti, je to pojem nekoneéného
¢iselného radu.Tazsie dokazy (pripadne aj paragrafy) oznacujem hviezdickou.
Vyzaduju podrobné a trpezlivé stidium. Pri prvom ¢&itani ich mozno pripadne
vynechat.

Knizka vznikla na zédklade mojich viacroénych prednésok na Prirodovedeckej
fakulte UK a na stavebnej fakulte SVST. Tieto prednésky sa tykali teérie prav-
depodobnosti, pripadne matematickej Statistiky, ako aj matematickej analyzy.
Ak som mal niekoho na mysli, pre koho som tuto knizku pisal, tak to boli t{
inZinieri, ale aj studenti, ktori sa nad matematickymi pojmami hlboko zamyslajt.
R4d by som presvedéil aj nasu matematickd verejnost, Ze je mozny vyklad
modernej tedrie integralu vhodny pre zakladné prednasky na vsetkych typoch
vysokych §kol, na ktorych sa integralny pocet predndsa. Pravdaze tato knizka
nemoze nahradit uéebnice.

Stcasne by som cheel pod’akovat recenzentom publikdcie doc. RNDr. La-
dislavovi Misikovi, DrSc. a doc. RNDr. Tiborovi Neubrunnovi, Csc, mojim
byvalym uéitelom.

Recenzenti nielenze podrobne precitali rukopis a upozornili na nedopatrenia,
ale usilovali sa (v rdmci moznosti, ktoré im poskytoval text) aj pozndmkami
a doplnkami prispiet k cielu, ktory publikicia sleduje. Dakujem aj spolupra-
covnikom, ktori ma podporovali a povzbudzovali, pripadne ¢itali casti rukopisu,
najmi RNDr. Milosovi Franekovi, ktory starostlivo a dokladne precital prvi
verziu knihy.

Bratislava,april 1971
AUTOR
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ELEMENTARNA
DEFINICIA
PRAVDEPODOBNOSTI

Predpokladame, Ze ¢itatelovi je znamy stcasny sposob pisania matematickych
prac s pouzitim mnozinovej terminolégie. Pripomenieme si niektoré oznacenia.
Ak A je mnozina a x je prvok patriaci do mnoziny A, piSeme z € A. V
opacnom pripade, ak prvok x nepatri do mnoziny A, piseme x ¢ A. Dalej
piseme A C B, ak kazdy prvok mnoziny A je aj prvkom mnoziny B, t. j. ak
x € A=z € B. Mnozina A U B je mnozina prave tych prvkov, ktoré patria
aspon do jednej z mnozin A, B, mnozina A N B je mnozina prave tych prvkov,
ktoré patria do oboch mnozin A, B, mnozina A — B je mnozZina prave tych
prvkov,ktoré patria do A, ale nepatria do B. Znakom () oznacujeme prazdnu
mnozinu, teda takd mnozinu, ktora neobsahuje nijaky prvok. Operédcie U a N
mo7no prirodzenym sposobom definovat napr. aj pre Iubovolny koneény

n n
systém Aq,---, A,. V tom pripade piseme J A; resp. [ A;. Ak mnozina X

i=1 i=1
obsahuje len koneény pocet prvkov, povedzme x1, - - - , x,, piSeme
X ={z1, - ,zn}. Ak V(2) je nejaky vyrok o prvku z, tak znakom {z : V(z)}
ozna¢ujeme mnozinu vsetkych tych prvkov x, pre ktoré vyrok V(z) plati. A
este jedno oznacenie: Ak f je nejakd funkcia (zobrazenie), A je jej defini¢ny
obor a B obsahuje mnozinu hodnét, piseme f : A — B. Niekedy tiez
frax— f(x). Citatelovi, ktorému uvedené pojmy nie si celkom bezné,
odportiéame urobit si najprv niektoré z prvych cviceni v tejto kapitole.
Vysvetlime teraz zékladné pojmy elementérnej tedrie pravdepodobnosti. Azda
v kazdej knizke o pravdepodobnosti sa vyskytuje priklad o hadzani kockou je 6
moznych vysledkov - moze padntt stena s i bodkami, kde i = 1,2,--- , 6.
Pravdepodobnost kazdého z tychto vysledkov (udalost{) je rozumné definovat
¢islom %, pretoze udalosti je vcelku 6, ale len jedna je priazniva. Podobne
mozno definovat aj pravdepodobnost inych udalosti. Nech napr. udalost A
spoc¢iva v tom, ze na kocke padne stena s parnym poc¢tom bodiek. V tomto
pripade mdme 3 priaznivé vysledky (mozZe padnif stena s 2, 4 alebo 6
bodkami), teda pravdepodobnost P(A) udalosti A definujeme ¢islom 2.
Uvedeny priklad aj mnohé d'alsie (hddzanie mincou, vytahovanie gulotok z
urny, tahanie kariet a pod.) sti nazorné a jasné. Tieto zatial intuitivne tivahy
viak musime postavif na pevny matematicky zdklad. Stcasne sa dohodneme o
terminolodgii.
Z abstraktného hladiska (napr. v priklade o kocke) mdme vzdy danti nejaki
mnozinu X o 6 prvkoch x1, -, xg, pricom prvku x; zodpovedd padnutie steny
s i bodkami. Tito skutoénost zapiseme v tvare X = {x1,--- ,z¢}, pricom
21, , % Nazveme elementdrny udalostams a mnozinu X nazveme zdkladniym
priestorom alebo priestorom elementdrnych udalosti alebo aj istou udalostou.
Udalostou rozumieme totiz lubovolnti podmnozinu A mnoziny X (A C X) av
pripade, ze A = X je isté, Ze z; € A, nech by x; bolo akékolvek. Druhy krajny
pripad nastane ked' A = (). T1ito udalost nazveme nemoznou, pretoze nie je
mozné, aby z; € () pre nejaké i. Pravdepodobnostou udalosti A C X potom
roumieme podiel poétu prvkov A a poc¢tu prvkov X (¢o je v nasom pripade
¢islo 6). Napr. v uvedenom priklade, v ktorom A spocivalo v tom, ze padla
stena s padrnym poc¢tom bodiek, sa A = {za,24,26} a P(A) = %.
Zovseobecnenie na lubovolnt koneéni mnozinu X = {z1,--- ,x,} je zrejmé.
Udalosti (v inej terminoldgii javy) st tu opéf Tubovolné podmnoZiny mnoZiny
X apre AC X plati P(A) = * kde m je pocet prvkov mnoziny A (pocet
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prvkov @ je 0). Nech . je systém vSetkych podmnozin X. Ako vidiet na
pravdepodobnost sa moézeme divat ako na funkciu P definovani na ., ktord
kazdej udalosti (mnozine) A zo systému . prirad'uje ¢islo P(A). Kazdy
”prakticky pokus”je z matematického hladiska popisany trojicou (X,.7, P).
Pre rdzne " praktické experimenty” mozeme dostat, prirodzene roézne trojice.
Slovo udalost m4 popri prave definovanom abstraktnom vyzname aj svoj
vlastny, intuitivny vyznam. Ak nepdéjde o presné formulacie, nebudeme tieto
dva vyznamy ostro odlisovat. Ak je z; vysledok pokusu a z; € A, hovorime, Ze
(pri tom vysledku pokusu) nastdva udalost A. Dobré je uvazit intuitfvny
vyznam udalosti AU B, AN B. Napriklad, ak nastala Iubovolna elementérna
udalost = a A, B st udalosti (v zmysle definicie, ktora je d'alej), tak z € AN B
vtedy a len vtedy ked = € A,z € B, ¢ize ked nastane aj A aj B. Z toho
vyplyva,ze udalosti (v beznom slova zmysle), ktord spociva v tom,ze nastava A
aj B, zodpoveda udalost AN B (v zmysle definicie). Podobne je vhodné fakt
"nastéva A alebo B”vyjadrit udalostou AU B.

7 uvedenej definicie pravdepodobnosti vyplyva, ze
0<P<1,P(0)=0,P(X)=1. Menej zndma je vSak nasledujiica vlastnost:

ANB=0= P(AUB) = P(A) + P(B) (1)

Nech A obsahuje p prvkov, B obsahuje ¢ prvkov. Pretoze A a B nemaju
spoloéné prvky, udalost A U B obsahuje prave p + g, a preto aj

pauB)=Pt9_
n

L+d—pay+P(B)

Majme sériu N vyrobkov, z ktorych M je chybnych, teda N — M dobrych.
Vyberme spomedzi tych N vyrobkov n a pytajme sa, akd je pravdepodobnost,
7e medzi nimi je prave m chybnych. Poéet vietkych moznosti ako vybrat tych

n prvkov spomedzi N je (ZZ) = %

Prislusny zakladny priestor teda pozostava z (17\[ ) elementarnych udalosti.
Pomerne lahko zistime, ze udalost A spoé¢ivajica v tom, Ze prave m vybratych
prvkov je chybnych (t.j. n —m je dobrych) obsahuje (zx f ) (]:L] :n]\f ) elementdrnych
udalosti.(Porovnaj s cvicenim 6.b). Preto

(o ()

()

n

To je znamy priklad, ktory sa pouziva napr. pri kontrole akosti vyrobkov.
Vypocet je v poriadku. Nedostatok je vSak v tom, ze v ”praxi’nepozname ¢islo
M a teda ani P(A). Naopak, chceme odhadntit &slo M (pomocou m), ¢o
mozno zistif alebo odhadnif len na ziklade dlhej série pokusov. Takto sa
dostavame k odhadu nezndmej pravdepodobnosti, ¢o je tiloha matematickej
Statistiky. Touto tilohou sa v tejto knizke nebudeme zaoberaf, cheli sme len
poukézat na to, Ze aj v elementdrnej tedrii sa stretdvame s ilohami, ktoré v
dosial neuspokojivej miere neopisuje uedens schéma. Mali by sme tito schému
zovieobecnit.
Budeme mat opiit koneény priestor elementarnych udalosti, ale nebudeme
predpokladat, Ze vietky elementdrne udalosti si rovnako pravdepodobné.
Prislusné pravdepodobnosti nebudeme vypoéitavat. Budeme predpokladat, Ze
st dané. Je napr. zname, ze pravdepodobnost toho, Ze novorodenec bude
chlapec je 0,512 ¢o mé ten nazorny vyznam, ze z 1000 novorodencov bude asi
512 chlapcov. K tomuto &islu sa prislo na zéklade skiimania velkého poétu
"pokusov”. Podobne je to s prikladom o kocke. Ak napr. fazisko kocky nie je v
strede alebo ak kocka nie je pravidelnd, moze sa stat, Ze nie vietky steny budi
padat rovnako ¢asto. Z toho vyplyva,Ze k prislusnym pravdepodobnostiam sa
mozno dopracovat len na zaklade skiisenosti, viésieho ¢ mensieho poétu
pokusov. V pripade novorodencov si spolu dve elementarne udalosti.Priazniva
je jedna. Podla naej doterajSej definicie by teda jej pravdepodobnost bola 0,5
¢o sa nezhoduje so skutoénostou. Este kriklavejsi rozdiel medzi apriérnou
definiciou a skutoénostou méze nastat v priklade tykajiicom sa akosti
vyrobkov. Nemozno vzdy tvrdit,ze kazdy druhy vyrobok bude chybny.
Hustota vyskytu chybného vyrobku zavisi od kvality prace, pristrojov a pod.
Este raz zdorazitujeme, Ze nebudeme odhadovat nezndme pravdepodobnosti,
hoci treba podotknit, Ze tedria takého odhadu vyzaduje vybudovanie tedrie

P(A) =



pravdepodobnosti. Naga matematicks tedria za¢ne a7 v tom okamihu, ked
budd dané pravdepodobnosti vSetkych elementarnych udalosti.

Budeme len predpokladat, ze plati tvrdenie (1| a ze P(X) = 1. Ak totiz medzi
1000 novorodencami je 512 chlapcov, zostavajicich 488 si dievcata;ak medzi
100 vyrobkami je prave 5 nepodarkov, bezchybnych je prave 95. Teda stucet
pravdepodobnosti vSetkych elementarnych udalosti je 1.

Pristipme teraz k definicii, v ktorej zhrnieme vsetky fakty potrebné na
budovanie elementarnej tedrie. Sticasne si zopakujeme terminolégiu. Pretoze

v’ vz

text staéi &ftaf az od tohto miesta, ospravedlitujem sa éitatelovi za dlhy dvod.
Definicia 1 Dand je neprdzdna mnozina X = {x1, -+ ,x,} a nezdpornd
redlna funkcia p definovand na X, pricom plati Zn: p(z;) = 1, potom udalostou
nazgjvame lubovolni podmnoZinu mnoZiny X a pl;alvdepodobnosfou P(A)

udalosti A # () rozumieme sicet tych éisiel p(x;), pre ktoré plati,ze x; € A (pre
A =0 definujeme P(A) =0).

Prvky mnoziny X nazyvame elementdrnymi udalostami a mnozinu X
zékladnym priestorom alebo istou udalostou. Mnozinu () nazyvame aj
nemoznou udalostou. Udalosti A, B sa navzajom vylu¢uji alebo st
nezluéitelné ak su diskjunktné, teda ak AN B = (), alebo inak, ak neexistuje
elementarna udsalost patriaca aj do A aj do B. Funkciu p budeme nazyvat
elementérnou pravdepodobnostou.

Pripojime este aspoit dve poznéamky. Elementarna udalost je prvok mnoziny
X, udalost je podmnozina mnoziny X, teda elementdrna udalost nie je
udalostou. Pravdaze kazdej elementdrnej udalosti « € X prislicha udalost
{z} C X. Pritom podla definicie sa P({z}) = p(z).

A% prlpade ze vsetky elementarne udalosti s rovnako pravdepodobné, plati

1= Z p(x;) = Z p =np, teda P(z;) = L. P(A) je stcet pravdepodobnost{

tych :172, ktoré patna do A. Ak tam patri prave m prvkov, tak
P(A)= Y 1 =m-1 =" ¢ sazhoduje s nasou predchédzajiicou

Specializzig?lou definiciou.
Veta 1 Platia tieto turdenia:
1. P(A) >0 pre vietky A C X.
2. PX)=1
3. Ak ANB =1, tak P(AUB) = P(A) + P(B)
Dokaz. Prvé dve tvrdenia su zrejmé. Tvrdenie 3 je zrejmé, ak jedna z

udalosti A, B je prazdna (nemoznd). Nech
A=A{xj, - ,z;.},B={zy, -, }. Potom

AUB:{xju"'7«%'jk7$z‘1,"',$¢m}7teda
k m

P(AUB) =Y plx;,)+ Y _p(i,) = P(A) + P(B) .
t=1 t=1

Veta [[| nas privddza k axiomatickej definicii pravdepodobnosti.
Pravdepodobnost mozno definovat axiomaticky ako redlnu funkciu definovani
na systéme vsetkych podmnozin (kone¢nej) mnoziny X a vyhovujicu
podmienkam 1,2, 3. Nech P je takto definovand funkcia. (Hovorime tiez
mnoZinovd definicia, pretozZe je definovana na systéme mnozin a priraduje
mnozindm &isla). Pre vietky x € X polozme p(z) = P({z}). Zrejme podla
podmienky je p > 0. Z podmienok 2 a 3 vyplyva:

S (e = 3 P = (U{m) X)=1

i=1 =1

Okrem toho uvdzme,ze ak v podmienke 3 polozime A = B = (), tak
P0)=POUD)=P(D) + P(D), teda P(@) = 0. Prave tdto axiomatickd
definicia bude zédkladom nésho d'algieho, povedzme neelementarneho badania v
druhej kapitole.

Dolezitu funkciu v celej tedrii mé tretia vlastnost, tzv. aditivnost. Preto jej
venujeme zvlastny paragraf.
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ADITIVNOST

Aj ked v tejto kapitole nechceme prekrocit elementdrny rdmec, niektoré
obmedzujuce predpoklady by boli skutocne zbytocné.

Napriklad koneénost X. Budeme preto predpokladat, ze X je lubovolna
neprazdna mnozina prvkov, . je nejaky systém podmnozin X a p je
mnozinova funkcia definovand na %, tj. funkcia, ktord kazdej mnozine F € .
priradi redlne ¢islo p(E). Teda . nemusi byt systém vsetkych podmnozin X a
w nemusi byt pravdepodobnost.

Definicia 2 Nech X je lubovolnd neprdzdna mnoZina, . neprdzdny systém
podmnozin mnoziny X, p mnoZinovd funkcia definovand na &, potom
hovorime, Ze p je aditivna, ak pre lubovolné dva prvky A, B € . kde

AUB €. a AN B =0 plati:

H(AU B) = p(A) + u(B)

Veta 2 Nech . je vzhladom na zjednotenie uzavrety systém, tj. pre lubovolné
A, B € .7 plati, Ze AU B € .. Nech pu je aditivna mnoZinovd funkcia
definovand na % a nech A; € (i =1,--- ,n), si navzdjom disjunkiné, t.j.
A;NA; =0(i+#j). Potom

H(U Ai) = Zﬂ(Ai)

Dokaz. Spociva vlastne len v cviceni formulécii. Urobime ho matematickou
indukciou. Tvrdenie je zrejmé pre n = 1. Predpokladajme, ze plati pre nejaké
n a dokazme, ze plati aj pre n 4+ 1. Nech Ay, ---, A,41 st navzdjom disjunktné

mnoziny z .. Podla predpokladu je |J A; € .% a AZ-) NAn+1 =0, teda
i=1 =1

n+1 n n
M(U Az‘) = M(U AU An+1> = M(U Ai) + pu(Angr1) =
=1 i=1 i=1

n+1

=D (A + plAnin) = Y p(Ai)

Videli sme,ze pravdepodobnost je aditivna mnozinova funkcia. Co mozno
povedat o pravdepodobnosti P(A U B) ak A, B nie st disjunktné? Prislusny
vysledok uvedieme opét v trochu vieobecnejsom tvare.

Veta 3 Nech . je vzhladom na zjednotenia, prieniky a rozdiely uzavrety
systém (t.j. ak A,B € %, tak AUB,ANB,A— B € .%), u je aditivna
mnoZinovd funkcia na 7, potom pre lubovolné A, B € . je:

(AU B) + (AN B) = u(A) + u(B)

Doékaz. Pretoze AUB =(A— B)U(ANB)U(B — A) a ¢leny zjednotenia na
pravej strane patria do ., plati:

(AU B) = (A= B) + n(ANB) + u(B — A)

Ak k obom strandm pripocitame p(A N B) a uvdzime,ze z podobnych pric¢in
(A=(A-B)U(ANB)aB=(B—-A)U(ANB)) plati:

#(A) = i(A — B) + u(AN B), pu(B) = u(B - A) + u(AN B)

11
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dostaneme:
wAUB)+ pu(ANB)=u(A—B)+u(ANB)+ u(B—A)+u(ANB) =
— j(A) + u(B) 0

Veta I 3| m& ndzorny geometricky vyznam, ak si pod p(A) predstavime objem
nejakého telesa A. Bez d'alsej motivacie uvedieme zovSeobecnenie vety I na
Iubovolny pocet séitancov. Poznamenajme este, Ze uzavretost kazdého systému
vzhladom na prieniky, ktoré sme predpokladali vo vete [3] je dosledkom
uzavretosti na rozdiely, pretoze AN B = A — (A — B).

Veta 4 Nech .7 je systém podmnozin mnoziny X uzavrety vzhladom na

zjednotenie a rozdiely, a teda aj na prieniky. Potom pre lubovolné
A e S (i=1,2,--- ,n) plati:

u(O/L-) ZN )=y p(Ain A+ > (AmAijK)mHl)”“u(
i=1 '

1<J i<j<k
alebo v kratsom zapise

(@505 ol

k=1 1< < <jr<n i=1

Doékaz. * Urobime ho indukciou. Prvy krok je zrejmy. Nech nase tvrdenie
plati pre najaké n a nech A; € % (i =1,--- ,n+ 1). Potom podla Vety a
indukéného predpokladu plati:

n+1 n
#<U Ai) —M(UA UAn+1> —M(U Az) (Apy1)—
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ZAVISLOST A
NEZAVISLOST

V predchidzajicej €asti sme uspokojivo vyriesili otdzku, ako vypoéitaf

P(AU B) v pripade, ze A, B sa navzijom vylu¢uji. Vo vseobecnom pripade
sme P(A U B) vypocitali pomocou P(AN B). V tomto paragrafe ndm pojde o
vypocet P(A N B). PretoZe to stvisi so zavislostou resp. nezavislostou
udalosti, nage tivahy budd na chvilu opét intuitivne.

Udalosti A, B st nezavislé, ak P(A) nezavisf od toho, & nastala udalost B a
P(B) nezdvisi od toho ¢i nastala udalost A. Prirodzene to nie je definicia.
Prvym pojmom, ktory s tym sivisi je tzv. podmienend pravdepodobnost
P(A|B) udalosti A za predpokladu, Ze sa uskuto¢nila udalost B

Napr. v urne mame 5 bielych a 7 &ernych guloéok, fakt, ze sa vytiahne biela
gulocka oznaéime A, ak sa vytiahne éierna guldéka B, teda

P(A) = %, P(B) = 1—72 Je isté,ze pravdepodobnost A sa zmeni ak sa predtym
uskutoéni napr. udalost B a gulocku do urny nevrdtime. V tomto pripade viak
nebudeme pokraéovat, pretoZe sa ndm zda celkom korektny z dévodov, o
ktorych sa este zmienime v d'alsej ¢asti.

Vezmime iny priklad. V zdvode Z vyrabaji 80 % konzerv urcitého druhu. Nech
je zndme, Ze pravdepodobnost toho, Ze nejaka konzerva zo zavodu Z je
pokazend je 0,002. V obchode si kipime konzervu na konzerve je napisané,ze
ju vyrobili v zdvode Z. Ak4 je pravdepodobnost toho,Ze je pokazena? Nech A
je udalost spoc¢ivajiica v tom, e konzerva bola vyrobend v Z,

tedaP(A) = 0,8.Dalej nech B je udalost spocivajiica v tom, ze konzerva je
pokazend. Teda P(A N B) = 0,002. To ¢o mame vypocitat je P(B|A).
Budeme musiet teda najprv urobit akysi prepocet a definovat podmienent
pravdepodobnost podla jeho vysledku. (Najprv v naSom priklade. Spomedzi
10000 konzerv je 8000 vyrobenych v Z. Pretoze medzi 1000 konzervami si 2
pokazené zo Z, medzi 10000 konzervami je zo Z pokazenych 20. Vsetkych
moznosti mame 8000, pretoze konzerva je zo Z. ”Priaznivych” pripadov je 20.
Hladané pravdepodbnost jegZss = 0.0025.)

Nech zakladny priestor X pozostava z n prvkov, z ktorych m patri do udalosti
A Povedzme, ze spomedzi tychto m elementrarnych udalosti k£ patri aj do B.
Teda A N B obsahuje prave k prvkov. Preto P(B|A) = %, pretoze vsetkych
udalost{ mdme m (vieme, ze A nastalo) a medzi nimi prave k patri do B. Teda

P(ANB
P(BJA) =k = = ;([;) )

331

Definicia 3 Pre lubovolni udalost A C X taki, ze P(A) > 0 a lubovolni
udalost B C X definujeme podmieneni pravdepodobnost takto

P(ANB)

P(BIA) = =55

Z teoretického hladiska sme, prirodzene ni¢ nezistili. Vieme len, ze

P(ANB) = P(A)P(B|A) a podobne P(AN B) = P(B)P(A|B), ak P(B]|) > 0,
ale to spociva len v oznaceni. ” Prakticky” vak uvedené vzfahy mozeme pouzit
na rieSenie predchadzajiceho prikladu. P(B|A) = 0’8?802 =0,0025.

Nam ide skor o vystihnutie nezavislosti, a to mozeme teraz uz vhodnym
sposobom urobit. Ak pravdepodobnost B nezdvisi od toho & A nastala alebo
nenastala, sa P(B) = P(B|A) alebo P(AN B) = P(A)P(B). Keby sme sa
rozhodli pre ti prvi definiciu nezdvislosti,treba v nej odstranit istd asymetriu.
Ale to je jasné: Ak P(A) > 0,P(B) > 0 a P(B) = P(B|A), tak

P(A) = P(A|B). O tom sa presvedéime praimym vypo¢tom. Rozhodnime sa
pre druhi (ekvivalentnii) definiciu, a to uz pre lubovolny pocet udalosti.

13
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Definicia 4 Nech Ay, -+, A, C X st lubovolné udalosti. Nazveme ich
nezavislymai, ak

P(ﬁx‘h) :ﬁP(Ai):P(Al)"'P(An)

Tuto dvahu uzavrieme dvoma poznamkami:

Poznamka 1 Je zrejmé,ze A, B st nezdvislé vtedy a len vtedy, ak plati: alebo
jedna z udalosti A, B md pravdepodobnost 0, alebo P(A) = P(A|B).

Poznamka 2 7 predchddzajicich dvah sme dospeli k nasledujicej "vete “ o
ndsobeni pravdepodobnosti: Ak A, B si nezdvislé udalosti, tak

P(ANB) = P(A)P(B). Urobme si na to priklad. Nech A, resp. B si udalosti
spocivajuce v tom, Ze prvy resp. druhy strelec trafi teré. Povedzme, Ze
P(A)=0,7,P(B) =0,8. Akd je pravdepodobnost toho, Ze aspori jeden z nich
terc trafi?. Teda ¢omu sa rovnd P(AU B)?

Udalosti A, B sa nevylucuji, ale vidno, Ze budi nezdvislé, t.j.

P(ANB) = P(A)P(B). Podla vety ?? potom plati:
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=0,740,8—0.7-0,8 =1,5—0,56 = 0,94

S nezévislostou stvisi este jedna otdzka, obvykle sa jej viak nevenuje
dostatoéné pozornost: Ak si A, B nezdvislé, ¢i st nezdvislé aj tzv. opacné

udalosti A’, B’?

Definicia 5 Pre A C X kladieme A’ = X — A a udalost A’ nazjvame
komplementom udalosti A alebo opacnou udalostou k udalosti A.

Udalost A’ pozostava z tych elementarnych udalosti, ktoré napatria do A.
p Yy Yy ) p
Udalost A’ nastane prave vtedy ked A nenastane.

Veta 5 P(A')=1-P(A)

Dokaz. Je zrejmé e ANA =0 a AUA = X. Preto podla vety 77 plati:

1=P(X)=P(AUA) =P(A)+ P(A) O
Veta 6 Nech Ay, ---, A, st lubovolné nezdvislé udalosti, potom aj udalosti
Ap, oo J A ALy, Ay st nezdvislé.

Dékaz. * Najprv uvedieme myslienku dokazu. Nech A, B st nezdvislé
udalosti. Potom podla vety [5] a [2| plati:
P(A'NB)=P((AUuB))=1-P(AUB)=1-P(A)— P(B) + P(A)P(B) =
(1 - P(4)) (1 — P(B)) = P(A)P(B')

A teraz pristupime k detailnému dokazu. Dékaz urobime matematickou
indukciou vzhladom na pocet komplementov A;, ,,,---, Al .. i =1 potom
P(Ain---NA,NA,)=PA N NA,N(X —Apir)) =
PAIN---NA,—A1N---NA,NApt1)=PA1N---NA,) —
P(A1ﬂ~-~ﬁAmﬂAm+1) :P(Al) ----- P(am)—P(Al) """ P(Am)P(Aerl) =
P(Ay)----- P(An)(1—P(Apy1)) =P(Ay) - P(Am)P(A;nH). Podobne
nech t4 rovnost plati pri ¢ komplementoch. Potom

P(AIN- - NA NAL N NALL DAL ) =

P(Ain---NA,NA, . N--NALL) —

(
P(Ain-NARNAL  NApyiy1) =
P(Ay) - P(A;,LH) ceees P(A’mﬂ») (1—-P(Amtit1)) |



BERNOULLIHO SCHEMA

Pojde o pravdepodobnost v postupnosti nezévislych opakujicich sa pokusov
hadzeme kocku napr. 7-krat a pytame sa aké je pravdepodobnost toho, Ze
stena zo 6 bodkami padne pri tom prave trikrat.

Tato udalost moéze byt realizovand viacerymi elementéarnymi udalostami. Tak
napr. Sestka moze padnif prvé tri razy (dalsie styri razy padnt steny s inym
poctom bodiek), moze padnit posledné tri razy, moze padnit pri prvom,
piatom a siestom pokuse atd. Takychto ”priaznivych” udalosti je tolko,
kolkorakym spésobom moézeme vybrat spomedzi 7 prvkov 3. A to, ako je

zndme mozno urobif ({) = 282 = 35 sposobmi. Tieto elementdrne udalosti

ozna¢me znakom @Q; (i = 1,2,---,35). Kazdé Q; charakterizuje to, Ze trikrat
padne Sestka (pravdepodobnost ¢oho je p = %) a Styrikrat nepadne Sestka
(pravdepodobnost ¢oho je ¢ = % =1 —p) . Priréznych Q; pdjde o rozne

poradie padania, ¢i nepadania Sestky preto sa udalosti ); navzajom vylucuju a
pravdepodobnost P(A) udalosti A spocivajicej v tom, Ze v sérii 7 pokusov
padne Sestka prave trikrdt je si¢tom pravdepodobnosti P(Q;) 35
elementarnych udalosti.

Vezmime ubovolné Q;. PretoZe Q; charakterizuje to, Ze v uréitych troch
pokusoch Sestka padne a v ostatnych Styroch nepadne a pretoze jednotlivé
pokusy su "nezavislé” | plati

¢o je spravne pre kazdé ¢. Preto
P(A) =Y P(Q;) = 35p°¢*

Zovseobecnenie je aj tu zrejmé. Nech U je udalost, ktorej pravdepodobnost
P(U) = p. Nech ¢ = 1 — p, aka je pravdepodobnost udalosti A spocivajticej v
tom, Ze v sérii n nezavislych pokusov sa U vyskytne prave k-krdt (0 < k < n).
Té4to pravdepodobnost je:

P(4) = (Z)pkq"k

Toto je velmi dbdlezity vzorec v tedrii pravdepodobnosti a matematicke;
statistiky a odvodili sme ho (odhliadnuc od veobecnosti, ktord tu nie je
podstatna) dost podrobne. Predsa viak nie je vietko v poriadku. Nepovedali
sme totiz presne, ¢o je zakladny priestor X, nedefinovali sme forméalne @Q); a aj
vypocet P(Q;) bol len intuitivny.

Urobme povedzme 7 pokusov a vysledky zaznamenajme v tvare postupnosti
symbolov napr.(+, —, +,+,—, —,+),(—,+,—, —, +,+, —) Miesto v
postupnosti uddva &slo opakovaného pokusu. Znamienko + piSeme vtedy, ked
v prislusnom pokuse udalost U nastala, — piSeme ak nenastala. Prislusny
"novy” zdkladny priestor X (ten povodny oznac¢me napr. Xp) mozno teda
popisat pomocou koneénych postupnosti prvkov z Xg. Tak napr. druhé z
uvedenych sedmic (7-¢lennych postupnosti) patri do udalosti A spominanej na
zaciatku tejto Casti prva z nich tam nepatri. Pokial ide o takto zavedené X
(mnozina vsetkych sedmic prvkov z Xy), md v matematike presne urcené
oznacenie i pomenovanie.

Formulujme to opéf vseobecnejsie. Nech X; (i = 1,--- ,n) st Tubovolné
neprazdne mnoziny prvkov. Potom znakom X = ; X; budeme rozumiet

=1
mnozinu v8etkych usporiadanych n-tic z = (21, , 2, ), kde x; € X;. Mnozinu
X nazyvame kartézskym sic¢inom mnozin Xy, - -, X,,.
Vhodny zékladny priestor by sme teda uz mali. (O opakovanie pojde, pravda
vtedy, ak si vietky X; rovnaké). Treba este definovat pravdepodobnost.

15



16

Vzhladom na to, Ze uvazujeme konetné X; (tento predpoklad sme vynechali
len pri definicii kartézskeho suéinu), sta¢i definovat pravdepodobnost
elementdrnych udalosti, alebo inak elementarnu pravdepodobnost na X.

K tomu ndm opif prispejt nase predchadzajice intuitivne dvahy. Vezmime to
zase trochu vieobecnejsie: X; nemusia byt rovnaké a tak isto ani elementérne
pravdepodobnosti p; na X;. Chceme len modelovat nezdvislost. Stojime pred

problémom definovat pravdepodobnost p(z) = p(x1,--- ,z,) elementérnej
udalosti ¢ = (1, -, 2p) spocivajicej v tom, ze pri prvom pokuse je vysledok
x1, pri druhom s, - -+, pri n-tom z,,. Ak su tie pokusy "nezavislé”, treba

prislusné pravdepodobnosti vynasobit. Teda.
n

p(x1,- - xn) = pr(wg) oo p(zn) = [1 pi(zs)
i=1

Je takto definovana funkcia p na X elementdrnou pravdepodobnostou? V
nasledujucej leme sa presved¢ime,ze ano.

Lema 1 Ak su p; elementdarne pravdepodobnosti na konecényjch priestoroch

n
X;(i=1,--+,n), tak funkcia p definovand na kartézskom sicine X = x X;
i=1

rovnostou p(x1,- -+ ,xn) = [] pi(z;) je elementdrna pravepodobnost na X

—

i=1

Dékaz. E|Zrejme, ze p > 0. Nech ©; = {zj1, -,z } prei=1,--- ,n.
Pretoze p; su elementarne pravdepodobnosti, plati:

ki
Zpi(xiji) = 1(i: L. ’n)

Ji=1
Dalej
n
reX reX reX i=1

k1

S S ) palang,) =

ji=1 Jn=k

kl k?n kn
oo > pi(ey) Pae1(Tno1gay) 2o Pa(Zng,) =
Ji=1 Jn—1=1 Jn=1
n k;
(p(x11) + -+ p(@1k,) - (P(@n1 + -+ p(@nr,)) = TT X2 plaij,) =1 O
i=1j;=1
Definicia 6 Nech X; je konecnd mnozina (i =1,--- ,n), p; elementdrna
pravdepodobnost na X; (1 =1,--- ,n) na mnoZine X = X X, definujeme
i=1

elementdrnu pravdepdobnost p rovnostou
n
pa) =plar,-- ) = [ [ pilxs)
i=1

Priestor s takto definovanou pravdepodobnostou (teda dvojica (X,p)) sa
nazygva postupnost n nezdvislych pokusov. Ak X; = Xo (i = 1,--- ,n),hovorime,
ze (X,p) je postunost n nezdvisljch opakujicich sa pokusov alebo tiez
Bernouliho schéma.

Vidno, Ze v tomto priestore X moZno vypoéitat pravdepdobnosti rozmanitych
udalosti. Napr. v nasom priklade je

A={(x1, - ,27) : x; € Upre 3 indexy i, x; ¢ Upre 4 indexy i}. Spracovat
predchadzajtice tilohy preciznejsie nie je problém. Pontika sa aj jedno velmi
zaujimavé zovseobecnenie: UvaZovat namiesto dvoch vysledkov U, U’ koneény

i=1
hladisk velmi zaujimavé zovSeobecnenie déva pripad Bernoulliho schémy s
nekoneénou postupnostou pokusov. K tomu sa este vratime.

k
systém Uy, - - - , Uy disjunktnych udalosti (U U; = Xo). Iné,z viacerych

1Je vhodné urobit si dékaz pre n = 2



NAHODNA PREMENNA
A JEJ STREDNA
HODNOTA

Pojem ndhodnej premennej (v inej terminolégii ndhodnej veli¢iny) v nasom
elementarnom (presnejsie koneénom) pripade je velmi jednoduchy: je to
Iubovoln4 redlna funkcia na danom pravdepodobnostnom priestore.

Definicia 7 Nech X je neprdzdna, koneénd mnoZina, p je elementdrna
pravdepodobnost na X. Potom lubovolni redlnu funkciu na X nazjvame
ndhodnou premennou.

Premennt nazyvame ndhodnou (ndhodnou veli¢inou), pretoze nepoznéme jej
hodnotu, ale pozname len pravdepodobnosti s akymi t1i ktori hodnotu
nadobuda. Napriklad ak ndhodnd premennd f znamend pocet bodiek na stene
kocky, nik nevie povedat, aké ¢islo padne na hrcej kocke, vieme len to, Ze to
moze byt niektoré z é&isiel 1,2,--- ,6 a vsetky si rovnako pravdepodobné. V
tomto pipade je nasa ndhodnd premennd f popisana nasledujicim sposobom:

X = fon, o v} pln) = 5, ) =

Tito skutocnost mozno zaznamenat do tabulky, kde st v prvom riadku
uvedené hodnoty ndhodnej premennej z; (i = 1,--- , k), v druhom
pravdepodobnosti p; udalosti A; spocivajicich v tom, ze ndhodnd premennd
nadobudne hodnotu 1 (t.j. A; = {w: f(w) = x;},p; = P(A;)). V nasom
priklade méame:

z; | 1123|4516
. I 1 I I 1 I
Pi |61l6lelelsls

Iny priklad. Nech g je ndhodna premennéa-pocet chlapcov v rodine so Styrmi
defmi. V tomto pripade g moze nadobudntit 5 hodnét 0 (Ziadny chlapec), 1, 2,
3, 4. V predchadzajicom paragrafe sme vypocitali, ze

po=(r* (1—p) =1 =p)".p1 = (D' (1 =p)° =4p(1—p)” atd, kde
p=0,512--- je pravdepodobnostou toho, ze novorodenec je chlapec.Prislusna
tabulka:

T 0 1 2 3 4
pi | (1=p)" [p(1—p)° | 6p*Q—p)° [ (1 —p) | p*

Vsimnime si, Ze nie je "podstatné”, v kolkych elementdrnych udalostiach
ndhodné premennd f nadobudne hodnotu z;. Délezitejsie je vediet, aka je
pravdepodobnost udalosti {w : f(w) = x;}. Nech napr. f ndhodnd veli¢ina
nadobtdajica hodnoty 0, resp. 1 podla toho, & na kocke padne &slo mensie
ako 2, resp. vicsie alebo rovnajuce sa 2. Ak w; zodpoveda padnutiu steny s ¢
bodkami, mdme: X = {w1, - ,wg}, f(w;) =0 pre i <2, f(w;) =1 pre i > 2.
Prislusnd tabulka (nazyva sa aj rozdelenie pravdepodobnosti ndhodne;
premennej f) bude:

X
Di

wiH O

oing =
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To isté rozdelenie pravdepodobnosti bude mat ndhodné premennd g
definovand na nejakom priestore (Y, p)

takto:Y = {o1, a2}, p(ar) = 3, p(a2) = 3, 9(e) = 0, g(a2) = 1.
Strednd hodnota ndhodnej premennej sa definuje pomocou rozdelenia
pravdepodobnosti.

Definicia 8 Nech X je neprdzdna koneénd mnozina, p je elementdrna
pravdepdobnost na X. Dalej nech f je ndhodnd premennd definovand na

X, x1, -,y sU hodnoty ndhodnej premennej f nadobidané s
pravdepodobnostami p1,- -+ ,pn (tj. pi = Pw: f(w) =2;}),(i=1,--- ,n)).
Strednou hodnotou ndhodnej premennej f potom rozumieme ¢islo

E(f) = Z LipPi
i=1

Aby sme si struéne objasnili zmysel strednej hodnoty, predpokladajme,ze

v8etky hodnoty x; su rovnako pravdepodobné, teda p1 =ps =+ =p, = % A%
tom pripade
1 n
By =13
=1
teda strednd hodnota sa rovna aritmetickému priemeru hodnot x1,--- , z,.

Aritmeticky priemer je velmi dobre znéamy z bezného Zivota. Ked x; nie st
rovnako pravdepodobné, postva sa E(f) viac k tym hodnotdm, ktoré st
pravdepodobnejsie E(f) je vdzenym priemerom. Mozno sa ndm vynori v mysli
predstava taziska: aj to je blizsie k tym miestam, v ktorych je viac hmoty.

V tejto knizke je pojem strednej hodnoty zakladnym pojmom. Aby sme ho
mohli definovat v neelementdrnom pripade,vybudujeme abstraktni teériu
integralu. Preto nem4 zmysel, aby sme dokazovali zvlast v elementdrnom
pripade niektoré vlastnosti strednej hodnoty. Na ilustraciu postaéi snad jeden
priklad.

Uvazujme konstantni ndhodni premennt. Teda nech si dané

X = {wla T 7wn} 7p(wl) s Tt ap(wn)
a ndhodnd premennd f vzfahom f(w;) = ¢ pre vietky w; € X. pretoze
n

P{w: f(w) =c}) = > p(wy) = 1, dostdvame rozdelenie pravdepodobnosti:
i=1

;
pi | 1

Preto plati:
E(f)=) mpi=c-1=c
i=1

¢o strucne zapisujeme v tvare

E(c)=c¢
(Pravda, prvé ¢ znamend konstantnd funkciu, druhé ¢ znamend ¢islo).
Vsimnime si, Ze podobny efekt dostaneme, ked integrujeme konstantnt
funkciu cez interval dlzky 1, napr.

1

/ cdx =c

0

Nasa elementdrna schéma nestaéi ak mame popisat ”"ndhodnt premennt”,
ktors nadobtida nekoneéne vela hodnot. Pravda aj v koneénom pripade
mozeme definovaf tzv. distribuénd funkciu. A prave pojem distribuénej funkcie
je klicovym pri vyklade ndhodnej premennej vo vSeobecnom pripade. Najmé
vtedy, ak si z metodickych alebo éasovych pri¢in nemézeme dovolif budovat
girsie koncipovanu tedriu.

Definicia 9 Nech f je ndhodnd premennd, definovand na priestore X .
Distribu¢nou funkciou ndhodnej premennej f rozumieme redlnu funkciu F
definovani na mnoZine (—oo,00) vztahom

F(z) = P({w: f(w) <z})
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Objasnime si to na priklade. Nech f je ndhodna premennd definovana na
priestore

X = {w17w27w37w4} 7p(w1) =0, 17p(w2) =0, 5,p(0.)3) =0, 1,p(W4) =0,3s
hodnotami

f(wl) = _1’f(w2) = O7f(w3) = 0,5,f(W4) =0

Rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej premennej f je:

2] 1] 0 |05
pi |0,1]08]0,1

Nech z < —1; ”vypocitajme” mnozinu {w : f(w) < x}. Tdto mnozina je
prazdna, lebo neexistuje také w, aby f(w) < x < —1 (t.j. aby f(w) < —1).
Preto

F(z)=P{w: f(w) <z})=P0) =0prez < -1

Dalej nech —1 < 2 < 0. V tomto pripade
{w: fw) <a} ={w}

pretoze f(wy) = —1 < x, ale pre ostatné w; je f(w;) > 0, teda pre ne naplati
f(wi) < x. Preto

F(x) = P({wi}) = p(w1) = 0,1 pre z € (—1,0)
Podobne pre x € (O, %> dostavame
{w: flw) <z} = {wr,wp, wa}
teda
F(x)=0,140,540,3=0,9 pre c € (O,;>
Napokon nech = > % Potom
{w: f(w) <z} = {wi,wa,ws,wa} =X

pretoze pre vsetky wy plati f(w;) < % < x. Preto
1
F(z)=P(X)=1prez> 3

Opit vidime, Ze sta¢i poznat rozdelenie pravdepodobnosti ndhodne;
premennej f.

Podobne vyzerd distribuénd funkcia vo vseobecnom pripade (Ak pravda X je
koneénd mnozina). Nech x1,- -, z, si hodnoty ndhodnej premennej

fypi+ -, pn prislusné pravdepodobnosti. Predpokladajme, ze x1,- - ,x, st
usporiadané podla velkosti (v opa¢nom pripade by sme ich precislovali). Potom

F(z)=0pre z <z, F(x)=1prexz >z,

J
F(x) :Zpi pre z € (zj,zj41) (j=1,---,n—1)
i=1

Funkcia F' teda v bode x; "sko¢i” o hodnotu p; je teda nespojitd v bode x;, ak
jep; >0
S pojmom distribuénej funkcie sa opét stretneme.

CVICENIA

1. Dokéite, ze pre lubovolné mnoziny A, B, C' plati
AN(BUC)=(ANB)U(ANC),Au(BNC)=(AUuB)N(AUC)

2. Dokézte, ze pre lubovolné mnoziny A, B C X
plati: X—(AUB) = (X — A)N(X — B), X—(ANB) = (X — A)U(X — B)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Dokézte, Ze pre lubovolné mnoziny A, -+, A,, By, -+, Bm

(3 () ) -

j=1 j=1 \i=1

6 <© (BjuAi)> = 6 (Bj U (@ Ai))

Aky je vztah medzi mnozinami (A — B)UC a A — (BUC)?

V urne je 8 ruzovych a 13 fialovych guldéok.

a) Vytiahneme jednu gulocku. Ak4 je pravdepdobnost, 7Ze bude fialové,
ruzovéa, oranzova?

b) Vytiahneme 3 gulocky. Ak4 je pravdepodobnost, Ze dve budd ruzové
a 1 fialova?

Majme 32 kariet, 4 farieb (Gerven ,zelen, zalud’, zvon).

a) Vytiahneme 1 kartu. Ak4 je pravdepodobnost, Ze to nebude zelen;Ze
to bude ¢erven, ze to bude tiz (bez ohladu na farbu)?

b) Vytiahneme 4 karty. Aké je pravdepodobnost, Ze prave tri budi
cervené?

Majme 3 hracie kocky a hodme ich na stol.

a) Ak4 je pravdepodobnost, Ze padnti prave dve Sestky;aspori jedna
Sestka?

b) Ak4 je pravdepodobnost, Ze sti¢et bodiek ma tychto troch kockach
bude 7;bude mensi ako 5?7

V dielni pracuji 3 stroje. Pravdepodobnost, Ze jednotlivé stroje za 1
hodinu nevyzaduji obsluhu je 0,8 resp. 0,7 resp 0,95. Aka je
pravdepodobnost toho, Ze ziadny z nich nevyzaduje obsluhu;aspon dva, z
nich vyzaduju obsluhu?

Nech Ay, -, A, s navzdjom disjunktné udalosti, | J A; = X je istd
udalost, P(A;) > 0(i=1,---,n). Dokédzte, 7e pre Tubovolni udalost
BcCc XsaP(B)=> P(BnA;)=)> P(A;)P(B|4;).

i=1 i=1
Dokézte, Ze pre lubovolné udalosti A, B kladnej pravdepodobnosti plati
P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A).

Na zaklade predchadzajicich dvoch cviceni dokéazte tzv. Bayesovu
formulu (A; majud ten isty vyznam ako v cviceni 9)

P(A;)P(BlA;)

; P(A;) P(B|A;)

P(4j|B) =

Pomocou Bayesovej formule rieste tuto ilohu.Méame 3 urny. V prvej su 4
bézové a 3 sivé gulocky, v druhej 5 sivych a 2 zlaté, v tretej 7 zelenych a
5 ¢ervenych. Vybrali sme z niektorej urny sivii guloc¢ku (udalost B). Ak4
je pravdepodobnost, 7ze tato gulocka je z prvej urny (P(A1|B)), ak pri
tom predpokladdme, Ze vytiahnutie gulocky z ktorejkolvek urny je
rovnako pravdepodobné (P(A;) = P(As) = P(A3))?

AKk4 je prevdepodobnost toho, Ze pri 17-ndsobnom hode kockou padne
Sestka prave 13-krat;aspon 3-krat?

V dielni pracuje 23 strojov. Pravdepodobnost poruchy pri kazdom z nich
je p. Ak4 je pravdepodobnost toho, Ze poruchu nebudd mat viac ako 4
stroje;aspon jeden stroj?

Miame k dispozicii 77 vyrobkov. Pravdepodobnost toho, Ze jeden
vyrobok splila urcité poziadavky je p. Akd je pravdepodobnost toho,ze
vécsina vyrobkov splna tie poziadavky?



16.

17.

18.

19.

Ak4 je pravdepodobnost, Ze v rodine so §tyrmi defmi budd mat ason
jedného syna?Najviac dve dcéry?

Nech f: M — N je zobrazenie, E C M. Potom definujeme
f(E)={f(z) : z € E}. Dokézte ,ze plati f(ENF) C
FE)NFF), [(EUF) = f(E)U f(F), f(E—F)D f(E) - f(F).

Nech f: M — N je zobrazenie, E C N. Potom definujeme
f7YE) ={z: f(z) € E}. Dokdzte ,ze plati

FUENF) = f Y E)Af A (F), f {(EUF) =
FFUBYU U U E - F) = fH(E) - f71(F).

Nech a, b st Iubovolné realne éisla. Dokéazte, Ze plati:
max (a, b) :1% (a4+b+|a—D0|),

min (a,b) = 5 (a +b—|a —b]),

|a — b] = max (a,b) — min (a, b),

|a| = max (a,0) — min (a,0).
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c—ADITIVNOST

Pojem miery budeme zatial pouzivat intuitivne, ako spolo¢ny ndzov pre diiku,
obsah resp. objem. Budeme teda hovorit napr. o miere intervalu (a, b), miere
intervalu (a,b), ¢o je v oboch pripadoch ¢islo b — a.
Medzi mierou a pravdepodobnostou existuje tesnd stvislost. Obidve
mnozinové funkcie si nezdporné, miera mnoziny ) je 0, pravdepodobnost 0 je
tiez 0. A navyse spolo¢nou vlastnostou je aditivnost, teda ak
n n
A= U AcAN A4 =00 # ). tak p(4) = 2 (A,
i= =
Skor ako by sme skiimali niektoré d'alsie vlastnosti, ktoré m4 miera aj
pravdepodobnost, nadhodime este dve otdzky. Prv4 sa tyka zavedenia symbolu
0o a tym suvisiacich dohovorov, druhd mnozinovych operacii s postupnostami
mnozin.
Potreba zaviest symbol oo je motivovana potrebou zaviest mieru napr.
neohrani¢enych intervalov. V d'alsom texte budeme znakom R; oznaovat
stale mnozinu v8etkych redlnych ¢éisel, znakom R} mnozinu Ry U {—oo} U {o0}.
Redlnou funkciou alebo krétko funkciou budeme rozumiet v tejto knizke
Tubovolni funkciu s hodnotami v R}. Ak vsetky hodnoty nejakej funkcie f
budi redlne éfsla, budeme hovorit, Ze f je koneénd realna funkcia, alebo len
kratko kone¢éna funkcia.
Na mnozineR; zavadzame relaciu usporiadania tak, ze ak x,y € Ry, tak x <y
v pripade, Ze = je mensie ako y v obvyklom zmysle;d’alej plati —co < z < oo
pre kazdé redlne ¢islo z definujeme tiez stucet niektorych prvkov z R}, a to
x + y obvyklym spoésobom, ak x,y € R, 00 + 00 = 00, (—00) + (—o0) =
—00,(—00)+xz =2+ (—00) = —00,00+ & =2 + 00 = 00, ak © € R.
Nedefinujeme sti¢et 0o + (—00) resp. (—o0) + oo.
Teraz k druhej otdzke. Ak {A4,} 7, j Iubovolnd postupnost podmnozin
o0 o0
neprézdnej mnoziny X, tak znakom |J A, (resp. () A,) rozumieme mnozinu
n=1 n=1
prave tych x € X, ktoré patria aspon do jednej z mnozin A, (resp. do vsetkych
mnozinA,). Neskor budeme potrebovat niektoré mnozinové rovnosti, napr.

Eﬁ(oo En> = G (ENE,)

n—
(tzv. distributivny zdkon). Takéto rovnosti sa dokazuji podobne ako v pripade
o0 oo
koneéného poc¢tu mnozin dokdzeme najprv, ze E N < U En) Cc U (ENEy,)
n=1 n=1

oo oo

(t.j., ze kazdy prvok z patriaci do E N ( U En) patriajdo |J (ENE,))a
n=1 n=1

potom aj opac¢ni inkliziu.

oo o0
Nech teda x € EN ( U En> Potom z € E asicasne z € |J E, tedaz € E
n=1 n=1
a existuje n, pre ktoré x € E,,. Odtial vyplyva, Ze existuje n, pre ktoré
oo

x € EN E,, to vak znamena, ze x € |J (E N E,).Naopak nech
n=1

oo
z € U (FNE,), potom existuje n, pre ktoré x € EN E,,, teda x € E aj

n=1

o0 o)
x € E,. Preto x € E astcasne z € |J E,, tedaerﬂ(U En>
n=1

n=1

) /
Iny priklad. Mame dokazat, Ze ( N En> =
n=1

1C8

E! (tzv. De Morganovo
o0 ! o0

pravidlo). Skuto¢ne z € ( N En> prave vtedy ked z ¢ (| E, a to je prdve
n=1 n=1

25



26

vtedy ked existuje n, pre ktoré z ¢ E,,. Posledny vztah plati prave vtedy, ak
/
o0 oo
existuje n, pre ktoré z € |J EJ, teda x € ( N En> prave vtedy, ked
n=1

n=1

oo

z € |J E). Uvedeny dokaz mozno skrétene zapisat (priom nasledujici
n=1

symbol 3 éitame ”existuje”)

o0 / o0 o)
xe(ﬂEn> czé¢ E,eIne¢E,&IncekE e U E,
n=1 n=1 n=1

V skratenom zapise mozeme zapisaf prvy priklad takto:

o0 o0
erﬂ(U En> szeFbENze |JE, =2 EANTIn,x€E,=In,x €
n=1 n=1
oo
ENE,=z¢c U (FNE,). Opacnd inklizia sa dokdze podobne. Pravda,
n=1
lahko sa presvedéime, ze vietky uvedené implikdcie = mozno obréatit.
A teraz jedno trochu zlozitejsie tvrdenie, ktoré budeme v d’alsom texte
o0
potrebovat: Ak E C |J E,, tak
=1
00 ¥ n—1
E=(EnE)U U |(ENnE,) - U (ENn EZ)] Znakom F' ozna¢me mnozinu
n=2 i=1
na pravej strane dokazovanej rovnosti. Inklizia F' C E je zrejmda. Naopak nech
x € E. Potom podla predpokladu existuje n, pre ktoré x € E,,. Nech ng je
najmensie prirodzené ¢islo také, ze x € E,,. Ak ng = 1, tak x € E4, stcasne
x € FE, teda x € EN E; a potom tym skor pati do F. Nech ng > 1. Potom
x ¢ E; pre i < ng (no je najmensie ¢islo pre ktoré x € E,, ), teda z € EN E,,,

no—1 no—1

alex ¢ |J (FNE;). Odtial mdme, ze z € (ENE,,)— U (FNE;), teda x
i=1 =1

patri do F

Mnozinové rovnosti mozno dokazovat aj trochu elegantnejsie, pomocou inych

uZ dokdzanych. Napr. rovnost

8

E— E, = [j(E;_IZJ
1 n=1

n

mozno dokdzat pomocou distributivneho zdkona, de Morganvho pravidla a
rovnosti A — B = AN B’ takto:

n=1 n=1 n=1

p-fm=en(fm) =60 Ur=0@ne=0E- 5

Pre zaciato¢nika sa ndm zda byt vhodnejsi prvy spdsob. Odporic¢ame
¢itatelovi, ktory nie je v tychto veciach dostatoéne zbehly, aby si spravil dokaz
uvedenej identity ako aj cvicenia 1-3 k tejto kapitole. Taktiez v dalSom texte
treba uvedené mnozinové rovnosti vidy podrobne a trpezlivo dokazovat.
Vrafme sa teraz k povodnej téme. Dolezitou vlastnostou, ktorti mé miera a
ktord mé délezit1i 1ilohu aj v tedrii pravdepodobnosti je o—aditivnost.

Definicia 10 Nech . je systém podmnoZin neprdzdnej mnoziny X, u redlna
funkcia definovand na . Hovorime, Ze u je o—aditivna, ak pre vsetky také

oo
postupnosti { A, Y.~ | navzdjom disjunktngch prokov z &, zZe |J A, € ., plati:

n=1

(o] o0
N(U an) = Z (An)
n=1 n=1

To, ze je miera aditivna na jednorozmernych intervaloch, je zndme. Menej
znamy je fakt, ze je dokonca o—aditivna. K dokazu o—aditivnosti miery na

priamke pouzijeme tzv. Borelovu pokryvaciu vetu.
Ak {U,},2, je Tubovolnd postupnost otvorenych intervalov, ktord pokryva

oo
uzavrety ohraniceny interval F' (t.j. |J U, D F), tak existuje prirodzené ¢islo
n=1

n
n, pre ktoré |J U; D F.
j=1
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Je dolezité, aby F' bol uzavrety a ohraniceny tzv. kompaktny interval.
Borelova veta neplati napr. pre otvoreny interval F'. Nech

oo
F=(01),U,= (2%, %) pren=0,1,2,--- , potom F C |J U, (nakreslite
n=1
obrézok), ale F' nemoZno pokryt koneénym poétom intervalov spomedzi U, .
Z dovodov, o ktorych sa zmienime neskor, budeme pracovat na priamke so
systémom & vsetkych intervalov typu (a,b) = {z : a < x < b}. Zrejme plati
(a,a) = 0. Dalej je zrejmé, Ze prienik dvoch mnozin z 2 je opit z 2.

Veta 7 Nech & je systém vsetkijch intervalov typu {(a,b), (a <b),
p({a,b)) = b— a, potom u je o—aditivna funkcia na &

00
Doékaz. Nech F = <a,b) ,Ei = (ai7bi) ,E = U Ez,El ﬂEj = @(Z 7& _])
n=1

n

Vezmime n pevne. Potom E D |J E;, teda podla zndmych tvrdeni z
i=1

elementarnej geometrie je:

wE) > Z p(E;)

Z toho vyplyva:

pE) > 3" plE)

Tazst je dokaz opacne]j nerovnosti. Nech € je Tubovolné kladné ¢islo. Zvolme c
tak, aby a < ¢ < b,b — ¢ < e. Dalej zvolme ¢; tak, aby
a<c<bb—c< & (i=1,2,---). Ak polozime F = (a,c),U; = (c;, b;) plati:

FcC U Ui,u(E)—(c—a)<5,bi—ci—u(Ei)<%

n=1

teda
€
wE) <c—a+ebi—c <M(Ei)+§
n
Podla Borelovej pokryvacej vety existuje také n, ze F' C |J U;
i=1
n
Z elementdrnej geometrie je opét zname, ze ¢ —a < Y (a; — b;),
i=1
teda
n n

WE)<c—at+e< ) (bi—c)+e< Y uE)+ 3 5 +e< ) p(B)+2<
i=1 i=1 i=1 i=2

> W(E;) + 2
=1

Pretoze nerovnost u(E) < Y. u(E;) + 2¢ plati pre kazdé € > 0, je
i=1

3

,U'(E) < . N(Ez) 0

i=1

Ked sme uz dosiahli takyto netrividlny vysledok, bude vhodné, ak sa pri riom
este chvilu zdrzime.

Definicia 11 Znakom 2 budeme oznacovat systém vietkijch intervalov

(a,b) (a <b). Znakom X budeme oznacovat systém vsetkyich mnoZin tvaru
n

E= _!1 E;, kde E; € &, n je prirodzené cislo a E; N E; =0 (i # j)

i=1 =1
0(i+#j4),Eie Z(i=1,---,n),Fje Z(i=1,---,m), potom

:Zlu(Ei) = gﬁlu(f’j)

Lema 2 Nech E € Z,F = UEz: U Fj,EiﬂEj:@,FiﬂFj:
J
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Dékaz. Pretoze E; C |J Fj, plati E; = U (E; N F;). Preto
j=1

u@ﬂziMEﬂE%m®mwﬂszMEﬂﬂ)

g w(E; N F;) = i Zn: 1(E; O Fy) Zlu(Fj) -

=3

.
Il
_

Potom > u(E;)
i=1

HM:

Definicia 12 Pre Fe Z,E=|J E;,E; € Z(i=1,---,n) a
i=1

E,NE; =0(i#j) definujeme:

Ak si na¢rtneme obrazok uvidime, ze deﬁm’cia je velmi prirodzend. Miera
zjednotenia konecného poctu disjunktnych intervalov je stucet dizok tychto
intervalov. Na obrazku 6 si zndzornené tri vyjadrenia tej istej mnoziny z Z.
Lema 2| nds ubezpecuje o tom, ze sicet dizok tychto intervalov zavisi len od
mnoziny E a nie od jej vyjadrenia. Teda lema[2] nds ordviuje k definicii

Veta 8 u je o—aditivna funkcia na Z

Dokaz. Nech Ec Z,E= ) B, EiNE; =0(i#j),Eie®(i=12-").
i=1
Pretoze E € Z#, existuju také F; € Z (j=1,--- ,k), ze

k
E=\ F;, ;NF; =0(i # j). Podobne E; = U E!, kde
j=1

k 0o oo t;
Ele P, E'NE; =0(t#s). Pretoze |J F;=U Ei= U ELE! =
j=1 i=1 i=1t=1
k oot
O FnE) =12 st=1 ), = U U (BB (=1 k)
j=1 i=1t=1

pricom F); ﬂEte,@(j—l Jkit=1,--- t;;i=1,2,---). Mnoziny E! pre
Tubovolné t a s st navzéjom dlsJunktne tJ ak (i,t) (4, s), tak Ef N ES = 0. Ak
je totiz (i # j), tak Ef N B3 C E; N E; = 0. V pripade, 7e i = j, mamet;«és
teda BEf N Ef = Ef N E} = (7] Preto podla vety E



DEFINICIA MIERY A
PRAVDEPODOBNOSTI

Pristipme teraz k axiomatickej definicii miery a pravdepodobnosti videli sme
(napr. vo vetach , Ze pri tom treba robif uréité predpoklady aj o obore .¥
mnozinovej funkcie u. Ide napr. o to, & je . uzavrety vzhladom na
zjednotenia

Definicia 13 Systém . podmnoZin neprdzdneho priestoru X sa nazgva
okruh, ak je neprdzdny a plati implikdcia
A BeY=AUBe Y A—-Be.¥.0Okruh . sa nazjva algebra, ok X € L.
Okruh (algebra) & sa nazgva o—okruh (o—algebra), ak plati implikdcia:

o0
A,e S (n=12,---)= J 4, €7

n=1
Definicia 14 Nech . je okruh podmnoZzin neprdzdneho priestoru X .
Mnozinovad funkcia p definovand na % sa nazyva miera ak, je nezdpornd,
o—aditivna a ak md v § hodnotu 0. Trojica (X,., 1) sa nazjva priestor miery.

Uved'me niekolko trividlnych prikladov. Nech X je Iubovolnd neprazdna
mnozina a .¥ systém vsetkych jej podmnozin. Ak polozime p(E) = 0 pre
vietky E € ., je p miera. Ind volba u : () = 0, u(E) = oo pre E # . Dalsi
priklad: Vezmime = € X a polozme u(E) =1, ak x € X, resp. u(EF) =0, ak

x ¢ F Predtym (v 1. ¢asti) sme skiimali jeden netrividlny priklad miery.
Pravda, treba este dokdzaft, Ze islo o mnozinovi funkciu definovani na okruhu.

Veta 9 Nech % je mnoZinovy systém definovany v definicii[I1l Systém % je

okruh

Dékaz. Predovsetkym uvdzme, ze B, F € & = FENF € £, E—F € %. Nech

EFeZ% E= U E; F = Fy,E;NE; = @,Fiij = @(Z #j),Ei,E‘j S
i=1 1

K2

J:
Potom

m

EﬁF:(CJ&)ﬂ UF] :O EmGFj ZOU(Eij)e%’

i=1 Jj=1 i=1 i=1j=1

Okrem toho je zrejmé, 7e systém Z je uzavrety vzladom na koneéné
disjunktné zjednotenia [t.j. G; € Z(j =1,--- , k), G, navzdjom disjunktné

k
= | G, € Z]. Preto
j=1

E-F={ N (EnF)%
i=1j=1
a napokon
EUF=FEU(F-FE)eZ O

Spomenme este dovod, pre ktory sme pracovali s intervalmi typu (a,b). V
tomto pripade totiz rozdiel takych intervalov je z #Z
Definicia 15 Miera u definovand na okruhu % rovnostou

,u( U (as, bj)> =Y (b; — a;) sa nazyva lebesquova miera na okruhu %
i=1

i=1
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Definicia 16 Nech 2 je lubovolnd neprdzdna mnoZina, &/ je o—algebra
podmnozin mnoziny Q, P je miera na . takd, Ze P(?) = 1. Potom sa miera P
nazyva pravdepodobnostou alebo pravdepodobnostnou mierou, systém .# polom
pravdepodobnosti, proky systému % udalostami () nemoznd udalost, Q istd
udalost), prvky Q elementrdnymi udalostami, trojica (Q,., P)
pravdepodobnostngm priestorom.

Videli sme, Ze tu ide vlastne o dvojakt terminolégiu. Okolnost, ze budeme
volne prechddzat z jednej terminolégie do druhej azda nebude &itatelovi robit
tazkosti.

Lahko si preveri, Ze definicia pravdepodobnosti uvedens v kapitole 1. je
Specidlnym pripadom deinicie Neskor uvedieme aj komplikovanejsie
priklady.

Citatel si iste v&imol, Ze v modenom poriati je tedria pravdepodobnosti castou
tedrie miery.



VLASTNOSTI MIERY

Veta 10 Nech p je miera na okruhu % podmnoZin neprdzdnej mnoZiny X .
Potom plati

1. p je monotdnna t.j. ak E C F\E,F € Z, tak (E) < pu(F)

2. u je subtraktivna t.j. ak E C F,E.F € # a u(F) < oo, tak
p(F = E) = p(F) — p(E)

Dékaz. Pretoze F = EU(F — E),EN(F — E) =0, plat{
u(F) = p(E) + u(F - E)

Odtial okamZite vyplyva druhé tvrdenie. Prvé tvrdenie tiez vyplyva z tejto
rovnosti a s nezdpornosti p(F — E) |

Veta 11 KaZdd miera je o—subaditivna, t.j. plati, Ze ak
Ec B Ees(i=1,2"), tak u(E) < 5 p(E:)
i=1

i=1

Doékaz. Plat{ rovnost

oo

E=(ENE)U U(EﬁE L_JEmE)

pricom mnoziny v zjednoteni vpravo su navzijom disjunktné. Preto

u(E)u(EﬂE1)+i,u((EﬂE O EﬂE)
< /U(El) + Z ,U(En) = Z N(En) O
n=2 n=1

Veta 12 u je polospojitd zdola, t.5. ak p je miera na okruhu
oo

#,E, € Z E, CE,y1(n=1,2,---), J E, € Z, tak
n=1

u([’j E, e%’) — lim p(E,)

n=1 n—oo

Dokaz. 7 monoténnosti miery p dostdvame nerovnosti

w(E,) < pu(Eper) < u( U Ek> (n=1,2,--+), teda lim E, < ,u< U Ek>. Ak
k=1 nreo k=1

n— oo

lim p(E,) = oo, rovnost lim E, = u( U Ek> plati. Nech lim E, < oo.
n—o00 n—oo Ee1

Potom ju(E,) < 0o (n =1,2,---). Polozme
Fl :ElaFi:Ei—Ei,1 (221,27)

Potom |y E,= U Fo,F, € Z(n=1,2,---),F;NF; =0 (i # j). Preto
n=1

n=1

u(U En> = w(Bn) = p(F) + Y (B — Eiy) =
= w(Br) + Y (u(Bi) = p(Ei1)) = p(Br) + lim Z — p(Ei—1)) = lim p(Ey)

n—o0 O n—ro0
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Veta 13 Nech p je miera na okruhu Z. Potom u je polospojitd zhora, t.j. ak
E, € '%7En o En-l—la.u(En) < OO(TL = 1723'“)7 ﬂ E, € '%; tak
n=1

() = e

Doékaz. Polozme F,, = E; — E, (n=1,2,---). Potom
o0 o0

F,e#, F,CF,y1(n=1,2,---),J Bn=FE1— () E, €%Z. Podla vetya
n=1 n=1

[12] teda plati:

1(Er) —u( N En> =u(E1 - N En> =u< U Fn) = lim p(F,) =
n=1 n=1 n=1 n—00

w(Er) — nhHH;O u(E,) cize skutotne u<n(jl En) = nlggo w(En) O

Pri pravdepodobnosti P je P(E,) < P(Q2) = 1, teda vzdy je P(E,) < oo, preto

vo vete |13 netreba preverovat predpoklad kone¢nosti miery mnozin E,,.

Citatelovi odporti¢ame, aby si jednotlivé vety ilustroval prikladmi. Ukazme to

na vete [T1] Za u vezmeme lebesguovu mieru.

Rozdelme napr. interval (0, 1) na nekoneéne vela disjunktnych casti

0.3). (59 (3.0) (5 8) - (574 25wt ). Dizka intervalu (0,1) je 1,
teda p({0,1)) = 1. Dfiky ”deliacich” intervalov si %, %, %, 1—16, e ,2,,%, e

teda ich sucet bude

- 2n—1 2ntl ] 1 3
Z,u'<< on ’ on+1 >)22n+11_ =1

1
n=0 n=0 2

Vety st velmi nézorné, ak vyberdme mnoziny E,, €¢ £, E € 2. Ak st
E, € Z, tvrdenia tychto vie sa uz nazdaju takymi ”zrejmymi”.

CVICENIA

1. Dokézte, 7e pre Tubovolné mnoziny E, E,, (n = 1,2, ---) plat{
[ee] [ee]
Eu N E,= () (EUE,).
n=1 n=1

2. Dokéazte, ze zo vztahu E,, C E,1 (n=1,2,---) vyplyva
U En=E 0 U (Bn—FEns).

n=1 n=2
3. Dokézte, Ze pre lubovolné mnoziny F,, (n = 1,2,---) plati
oo / (oo}
n=1 n=1
4. nech % je systém vSetkych koneénych zjednoteni intervalov tvaru
(a,b) (a < b). Dokazte, Ze #; sa zhoduje so systémom Z (definicia [T1]).

5. Nech & je lubovolny systém mnozin, i nejaks o—aditivna funkcia na
Z. Najdite vlastnosti &2 postacujice na to, aby platila analdgia vety

6. Skuste formulovat v podobnom zmysle ako v cvi¢eni 5 zovieobecnenie
vety [0

7. Dokézte, ze systém .7 je algebrou vtedy a len vtedy, ak je neprézdny,
uzavrety k zjednoteniu a komplementom.

8. Dokézte, ze kazdy okruh je uzavrety vzhladom na prieniky, o—okruh na
spotitatelné prieniky (t.j. vzhladom na prieniky postupnosti mnozin).

9. Dokézte, Ze nezéporna, aditivna funkcia u taka, ze u(f) = 0, definovana
na okruhu £ je miera vtedy a len vtedy, ked je polospojitd zdola.

10. Kone¢nd, nezapornd, aditivna (resp. subtraktivna) funkcia na okruhu &%
je polospojité zdola vtedy a len vtedy ked je polospojité zhora.

11. Dokéite, ze v predchadzajicom cviceni staéi uvazovat polospojitost
zhora v ().



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.
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Nezépornd funkcia P definovand na o—algebre . je pravdepodobnost
vtedy a len vtedy, ked P(Q2) =1 a P je o—aditivna.

Nezdpornd, aditivna (resp. subtraktivna) funkcia P definovana na
o—algebre . je prevdepodobnost vtedy a len vtedy, ked P(2) =1a P
je polospojita zhora.

V cviéeni 10 mozno predpoklad nezdpornosti vynechat.

V cviéeni 9 mozno predpoklad nezédporonsti nahradit predpokladom
"neklesajucosti” (t.j E C F = u(E) < u(F)).

Nech 1 je miera na algebre .. Na systéme 2% véetkych podmnozin
mnoziny X definujeme funkciu p* vztahom
p*(E) :inf{Eu(Ei) :EcC U Ei,E; € Y}

i=1 i=1

Dokézte, ze p* je rozsirenim p t.j. u*(E) = u(F) pre vietky F € 7.
Funkcia p* definovand v cviceni 16 je vonkajsia miera t.j. u*(0) = 0, u* je

nezapornd, monoténna a o—subaditivna.

Mnozina F sa nazyva p*-meratelnd, ak pre vietky A C X plati
w*(A) = pu*(ANE) + p* (AN E’). Dokdzte, ze systém . vSetkych
w*—meratelnych podmnozin mnoziny X je algebrou.

Navod 1 Dokdzte najprv, Ze .7 je uzavrety vzhladom na prieniky a
komplementy : EUF = (E' N F')’.

Dokézte, ze E € .7 vtedy a len vtedy, ked pre vietky A C X plati
p(A) = p (ANE) + p (AN E).

Dokézte, ze . je o—algebra. Navyse u* (A ny Ei) =Y u(ANE),
i=1

I

1=

ak F; st navzijom disjunktné mnoziny z .%

Navod 2 Podla cvicenia 18 sa
n n /

e (A) =u*(Aﬂ ¥ Ei) +u*<Aﬂ <U E) ) >
i=1 i=1

n o0 /
w(ANE;) + p (A N (U Ei) > pre kaZdé n.
=1 i=1

7

Funkcia 77 definovand na o—algebre . rovnostou fi(E) = p*(E) je
miera. Dokazte.

Navod 3 V cviceni 20 polozit A= \J E;.
i=1

1=

Dokézte, Ze mnozina E € . m4 mieru nula (7i(F) = 0) vtedy a len
vtedy, ked k Tubovolnému € > 0 existuje postupnost {E,}, -, mnozin z
o0 o0
Sy EC U Eya ), u(Ey) <e.
n=1 n=1
Dokazte, ze mnozinové funkcia p definovand na systéme vsetkych

dvojrozmernych intervalov tvaru (a, b) x (¢, d) rovnostou
u({a,b) x {¢,d)) = (d — ¢) (b — a) je c—aditivna.

Nech p je aditivna mnozinova funkcia definovanda na systéme Z. Dokazte,
7e ak existuje A € Z, pre ktoré je |u(A)| < oo a 0 € Z, tak u(0) =0
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MERATELNA FUNKCIA
A NAHODNA
PREMENNA
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DEFINICIA

Aj ked je pojem meratelnej funkcie velmi dolezity, velku ¢ast kapitoly
venovanej integrovaniu mozno &ftat bez jeho znalosti. Ide o €asti 1-3. V tretej
¢asti budeme potrebovat pojem najmensicho o—okruhu nad danym systémom.

Definicia 17 Nech X je lubovolnd neprdzdna mnoZina, .7 je o—algebra
podmnozin mnoZiny X (dvojicu (X,.%) nazgvame meratelny priestor), [ je
redlna funkcia definovand na X. Funkcia f sa nazjva meratelnd (podrobnejsie,
meratelnd vzhladom na ), ak {z : f(z) < ¢} € & pre vsetky redlne Cisla c.

Ak bude systém . dany budeme hovorit jednoducho o meratelnosti. Niekedy
tieZ pouzijeme zvrat: funkcia f definovand na meratelnom priestore (X,.7).
Vyznam tohoto zvratu je iste jasny. Takéato funkcia f je definovand na mnozine
X. Pokial povieme, 7e je meratelnd, pojde o meratenost vzhladom na .7.
Upozoriiujeme na to, ze f moze nadobtdaf aj nekoneéné hodnoty. V tom
pripade je {z: f(z) <c}={z: f(x) = —oc0}U{z: f(z) € Ry, f(x) < c}.

Okrem toho si vSimnime, ze:

(o f(z) = —o0} :ﬁl (o: f(X) < —n} €.
wif@) =)= (U o500 <m) €7

Definicia 18 Nech Q) je priestor elementdrnych udalosti, & je pole
pravdepodobnosti. Ndhodnd premennd je konecnd meratelnd funkcia (vzhladom
na ) definovand na Q.

Ako vidief ndhodn4 premenn4 je §pecidlnym pripadom meratelnej funkcie.
Uviedli sme niekolko elementarnych prikladov ndhodnych premennych. V tejto
kapitole sa ndhodnymi premennymi nebudeme viac zaoberat vratime sa k nim.
Jednou so zakladnych pracovnych metéd v tedrii miery je dokazovanie
pomocou tzv. najmensieho o —okruhu nad danym systémom mnozin Z. Preto
si objasnime najprv tuto otazku.

Veta 14 Nech 2 je lubovolny neprdzdny systém podmmnoZin mnoZiny X .
Potom ezistuje prdve jeden o—okruh .7 s tymito vlastnostami:

1. 259
2. Ak T je o—okruh T D 9, tak T O .7

Dékaz. * Systém vsetkych podmnozin mnoziny X je zrejme o—okruh
obsahujici 2, lenze prili§ "rozsiahly”. . ma byt oc—okruh obsahujici 2 a
pritom ”"najmensi”. Teda k 2 musime ”popridévat” dostatok mnozin, aby
vytvorili o—okruh, ale zase nie prili§ vela, len tolko, kolko je nevyhnutne
potrebné.

Systém ., o ktorom dokézeme, ze ma vlastnosti popisané vo vete, budeme
definovat nasledujticim spésobom. E € ., ak E patr{ do vSetkych o—okruhov
obsahujicich 2. Systém . je neprdzdny, lebo napr. §) patri do kazdého
o—okruhu.

Pre ¢itatela zbehlejsicho v teérii mnozin uvedieme formalnu definiciu:

S = {# : #jeo — okruh, ¥ D 2}

Systém systémov (mnozina systémov)

A= =N{# :#jec — okruh, # > P} je neprazdny, pretoze systém 2%
véetkych podmnozin mnoziny X patri do neho (2% je o—okruh, 2% > 2).
Prienik systému A je mnozina tych mnozin, ktoré patria do kazdého systému z
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A, teda E € ¥ préave vtedy ak E patri do kazdého o—okruhu obsahujiceho 2
1. 9Cc

Nech F € 2. Potom E patri do kazdého o—okruhu obsahujiceho &. Teda,
podla deinicie, mnozina E patri do .

2. & je o—okruh.

Nech F; € & (i =1,2,---). To znamena, ze E; (i = 1,2, --) patr{ do kazdého
o—okruhu %, ktory obsahuje 2. Pretoze E» eV (i=1,2,---)aW je

o—okruh, plati U E; € #. Teda mnozina U E; patri do kazdého o—okruhu
i=1 i=1

obsahujiceho 2. Preto, podla definicie U E ey

i=1
Podobne dokdzeme, Ze . je uzavrety vzhladom na mnoZinovy rozdiel. Nech
E,F € .. To znamen4, ze E, F' su prvky kazdého o—okruhu % obsahujiceho
2. Preto E — F € # . vzh aldom na to, Ze # bol lubovolny o—okruh nad 2,
je podla definicie E — F € .7.
3.Ak 7 je o—okruh, 7 D 2, tak I D .¥.
Nech FE € .. To znamena, ze F patri do kazdého o—okruhu % obsahujiceho
9, ale 7 je jeden z takych o—okruhov. Preto mnozina E patri aj do 7. Teda
skutoéne . C T
Dokézali sme, ze existuje oc—okruh % s vlastnostami 1 a 2. Zostdva nam
dokézat, Ze taky o—okruh je jediny. Nech .7 je oc—okruh s vlastnostami 1 a 2.
Teda . je o—okruh a podla 1 .7 D 2. Podla vlastnosti 2 (c—okruhu .%) je
teda .#; O .. Podobne, .# je o—okruh a . D 9. Preto podla vlastnosti 2
(o—okruhu .#7) je .1 C .7 (aj .71 je najmensi). Teda .7 D .7 a stcasne
S C L. Preto S = O

Definicia 19 Nech 2 je lubovolny neprdzdny systém podmmnoZin mnoziny X.
Nagmensim o—okruhom (D) nad systémom P rozumieme systém mnozin s
tymito vlastnostami:

1. S(9) je o—okruh, S (2) D> 2
2. Ak T je o—okruh, 7 D D, tak T D S (D)

Citatel si teraz iste lahko sformuluje a mozno aj dokéze tvrdenia analogické
vete [[4] pre algebry, resp. okruhy, resp c—algebry.

Definicia 20 Nech & je systém vietkyjch intervalov tvaru {(a,b), kde

a < b.Znakom % oznacime nagmensi o—okruh () nad &P. MnoZiny
patriace do B nazjvme borelovské. B bude oznacovat systém vietkijch
borelovskych mnozin.

Pripomeiime si teraz definiciu vzoru mnoziny pri zobrazeni. Ak f: M — N a
E C N, potom kladieme f~Y(E) = {z : f(z) € E}.

Veta 15 Nech (X,.7) je meratelny priestor (t.j. 7 je o—algebra), B systém
vsetkych borelovskjch mnozin, € C A, pricom S (€) = AB. Potom ak f je
meratelnd funkcia, tak f~(E) € . pre vietky E € €, a naopak ak

f~YE) € . pre vsetky E € € a navyse fA= € .7, tak f je meratelnd.

Dékaz. Nech € C B,.7(€) = B, f1(E) € . pre vietky E € €. Dokdzeme
najprv, ze f1(E) € . aj pre vietky E € .

Polozme ¢ = {E € #: f~*(E) € .#}. Podla predpokladu .# > €.
Dokézeme, ze £ je o—okruh. Nech E; € & (i =1,2,---). Potom

Y (E) e S (i=1,2,---). Pretoze .7 je o—algebra, plat{

U El) = U [7Y(E;) € 7. Preto & je uzavrety vzhladom na

spocitatelné ZJednotema. Nech E, F € . Potom f~1(E), f~Y(F) € .7, teda
fFUE-F)=f"Y(BE)— f"Y(F) €. a E—F € .. Teda skutocne je

¢ o—okruh.

Pretoze # D € a X je o—okruh, je # D . (¢) = B, teda f~1(E) € .7 pre
vsetky E € 4.

Polozme 6y = {(—o0, ¢) : ¢ redlne ¢islo}. Dokédzeme, ze .77 (%6y) = B, t.j.
L (6o) = S (L), kde 2 je systém vietkych intervalov tvaru {(a,b).
Predovsetkym . (%) D &, pretoze (a,b) = (—o0,b) — (—00, a), teda kazda
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mnozina z & je rozdielom dvoch mnozin z 6y C . (%), Cize patri tiez do

L (€y) (L(€p) je c—okruh). pretoze (%) je o—okruh nad &£ a S (P) je

najmens{ c—okruh nad 2, je #(2) C #(%p). K tomu, aby sme dostali

opaéni inkliiziu opét staéf dokdzat, Zze €y C .7 (L) (potom .7 (F) ako

o—okruh nad %, obsahuje najmens{ c—okruh .7 (%) nad %p). Nech teda

(—00, ¢) € 6p. Lahko dokdzeme, ze (—oo,c) = |J (¢ — n,c). Pretoze mnoziny
i=1

(c=n,c)stz &P C S(P) aS(P) je o—okruh, je tiez
(—o0,¢) = | (¢ —n,c) € #(2). Nech teda f je meratelnd funkcia. podla

i=1
definicie je f~1(E) € . pre vietky E € %p. Podla prvej casti dokazu je tiez
fYE) € & pre vietky E € (%) = B, preto f~1(E) € . pre vietky
E € A.
Naopak nech f~(E) € .7 pre vietky E € €. Potom f~!(E).” aj pre vietky
E € /(€)= .%(%y). vzhladom na to, ze f~1(E) € . pre vietky
E €%y, f~H({-o0}) € 7, je
{z: f(z) <c} = f1({—00}) U f1((—00,c)) € . pre kazdé redlne ¢&islo c. O

Dosledok 1 Konecnd funkcia f je meratelnd vtedy a len vtedy, ked’
f~YE) € . pre vietky E € €. Specidlne koneénd funkcia f je meratelnd
vtedy a len vtedy, ked f~Y(E) € ¥ pre vietky borelovské mnoziny E

Veta [L5| m4 mnohé aplikdcie. Napr. za ¢ mozeme vziaf systém £ alebo
systém mnozin typu (—oo, ¢) resp. (c,00) a pod. Teda f je meratelnd napr.
vtedy ak je koneénd a {z: f(x) > ¢} € . pre vietky c € R
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OPERACIE S M.
FUNKCIAMI

V tomto paragrafe budeme predpokladat, Ze vSetky funkcie, o ktorych
uvazujeme st koneéné. V opaénom pripadeé¢ zdoraznime, Ze pripistame aj
nevlastné hodnoty. Inokedy zase zdoraznime, Ze pracujeme len s kone¢nymi
funkciami.

Veta 16 Ak f,g st koneéné meratelné funkcie tak je aj funkcia f + g
meratelnd.

Dokaz. Staci dokdzaf, ze (f + g)~' ((—o0,¢)) € & pre vietky redlne &fsla c.

Nech {r, },2, je postupnost vietkych raciondlnych é&isel. Potom
o0

{z: f(x)+g(x) <c} = U1 {z: fx) <rp}n{z:g(x) <c—ry})

n=
Skutocne nech f(x) + g(z) < ¢, teda f(x) < ¢ — g(x). Medzi kazdé dve &isla sa
d4 ”vsunif”racionslne &islo. Existuje teda také prirodzené &islo n, 7e
flz) <rp < c—g(x). Plati teda sticasne f(r) <r, (tj. x € {t: f(t) <rn}) a
glxz) <c—ry (tj. z € {t:g(t) <c—ry}), teda do celého zjednotenia vpravo.
Opacnd inklizia je zrejma. Tvrdenie vety teraz vyplyva z dokazanej rovnosti, z
toho, ze f, g st meratelné a z toho, . je c—algebra. O

Veta 17 Ak st f, g koneéné meratelné funkcie, o redlne ¢islo, tak si

meratelné aj funkcie of,|f|, f%, f-g,fUg=max(f,g),fNg=
min (f,9), /= max (f,0), f~ = max —f,0.

Dékaz. Je zrejmé, ze funkcia h = 0 je meratelna (h—!(F) je alebo ) alebo
X), preto af je meratelns, ak o = 0. Ak o # 0 mdme:

{z:af(x) <ct={z: f(z) <<}, vpripade, ze a > 0

{z:af(x) <ct={z: f(z)> £}, vpripade, ze a <0

V oboch pripadoch (af) ™" ((—o0,¢)) € .7, teda af je meratelns. Pokial ide o
|f| resp. f? plati:

{z:|fl<ct=A{x: fl@)<c}tn{x: flz)> —c} e

{z:f2(2x) <c} ={z:|f(x)| < e} € S ake>0

{z:f2(x)<c}=0€.7 akc<0

Zvysné pripady prevedieme na predchadzajice. Plati totiz
frg=30+9P-(f-97

fUug=3(f+9+1f -9l

fng=5(f+g=1f -4l

fT=fu0,fm=(=fuo O

Odportcame éitatelovi, aby sa zamyslel nad funkciami f a f—, pretoze
neskor ich budeme hodne pouzivat. Funkciu fT zostrojime z f tak, ze
ponechame tie hodnoty, v ktorych je funkcia f kladna, inde je f¥(x) = 0, teda

fH(a) = f(x), ak f(z) >0, f"(z) =0, ak f(z) <0
Naproti tomu
f7(@) =0, ak f(z) 20, (z) = —f(x), ak f(z) <O

Funkcia f~ vznikne z funkcie f tak, Ze ti éast funkcie f, ktord je pod osou
preklopime. Inde sa f~ = 0. Lahko sa dokdzu nasledujiice dve nerovnosti,
ktoré sa nam casto zidu:

f=rr =10+
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Nakoniec aspoti v kratkosti rozoberme pripad ked niektord z funkcii f, g méa
nekoneéné hodnoty. Vetu [L6| mozno vyslovit napr. aj takto:

Nech f, g si meratelné funkcie a stcet f(x) + g(z) je definovany pre vsetky
x € X. Potom je funkcia f + g meratelna.

Skuto¢ne, mnozina {z : f(z) + g(z) < ¢} € ;dokaz je ten isty ako v pripade
konec¢nosti funkcii f, g.

Podobne mo7no upravit aj Vetu Napr. tvrdenie, Ze funkcie f+, f~ si
meratelné v pripade, Ze je f meratelnd je pravdivé aj pre nekoneéné funkcie,

pretoze {z : ft(z) = —oo} =0,{x: f~(z) = —o0} =10



POSTUPNOSTI M.
FUNKCII

Definicia 21 Funkcia f definovand na meratelnom priestore (X,.%) sa

nazgva jednoduchd ok existuje také E; € (i =1,2,--- ,n), Ze f je konstantnd
n

na kazdej mnozine E;(t.3. f(x) = oy pre x € E;) a na mnoZine X — |J E; sa

i=1
funkcia f rovnd nule.

Mbobzeme zaviest este iné oznacenie. Predovsetkym mozno predpokladat, ze E;
n

st navzajom disjunktné. Potom f = Y «a;xg,, kde x g, je charakteristickd
i=1

funkcia (indikdtor) mnoziny F t.j. xg(z) =1 ak x € E,xg(x) =0, ak v ¢ F

V tomto paragrafe okrem iného dokdzeme, Ze kazd4 meratelns funkcia je

limitou postupnosti jednoduchych funkcii, a naopak, limita postupnosti

jednoduchych funkcii (ba ¢o viac - meratelnych funkcif) je meratelnd funkcia.

Zopakujme si este definiciu supréma neprazdnej ¢iselnej mnoziny M

(sup (M)). Ak M je zhora neohrani¢end, kladieme sup (M) = co. Ked M C R;}

a 0o € M, je tiez sup (M) = oo;sup (M) = —oo, ak M = {—o0}. Podobne sa

definuje infimum mnoziny M (inf (M))

Veta 18 Nech {f,},—, je postupnost meratelngjch funkcii. Potom si
meratelné aj funkcie g, h definované rovnostami

h(z) =sup {fn(z):n=1,2,---}
g(x) =inf{f(z):n=1,2,---}

Dokaz. Pre kazdé realne ¢islo ¢ plati:
{z:h(z) <c} = ﬂ {z: folz)<c}tes
n=1

Pretoze {z : h(z) < ¢} podla vety [L5] (mnoziny (—oo, c) totiz
o0
"vytvaraju’systém B a {x : h(z) = —co} = () {z: f(z) = —o0}).
n=1

Meratelnost funkcie g mo#no dokdzat podobne. Vyplyva aj zo vztahu
g(x) = —sup{—fn(z):n=1,2,---}
a z vety [I7] |

Nasledujuca definicia obsahuje trochu neobvykly, ale pre nase tucely vhodny

sposob zavedenia lim sup a,, a liminf a,, (Inak symbol n — oo budeme obéas aj
n—o0 n—0o0

vynechavat.)
Definicia 22 Nech {a,},., je ¢iselnd postupnost. Potom
lim inf a,, = sup inf a;, a limsup a,, = inf supa;.

n—00 n>1%i2n n—o0 n>1;>n

Veta 19 Nech {f,},—, je lubovolnd postupnost meratelngch funkcii. Potom
st meratelné aj funkcie g, h definované rovnostami
g(x) = limsup fp,(x), h(x) = liminf f,(x).

Doékaz. Tvrdenie vyplyva z definicie lim sup, lim inf a z vety O
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Désledok 2 Limita postupnosti meratelnijch funkcii je meratelnd funkcia.

Dékaz. Vyplyva z rovnosti lim f,,(z) = limsup f,,(z). Tito rovnost staéi
dokézat pre &fselné postupnosti. Predpokladajme, Ze existuje lima, = a
vlastnd alebo nevlastna. Polozme b = limsup a,,. Ak je a € Ry, tak k
Tubovolnému & > 0 existuje také ng, Ze pre vietky i > ng plati:

a; € (a—¢e,a+¢)
teda pre vSetky n > ng plati tiez

supa; € (a —e,a+¢€)

>n
Pretoze
Supa; > supa; > --- > supa; > - -
i>1 i>2 i>n
plati:

b= inf supa; € (a —¢,a+¢)
n>1 i>n
Dostali sme teda nerovnost a —e <b < a+e¢, t.j. |a — b| < . Pretoze poslednd
nerovnost plati pre kazdé € > 0, dostdvame rovnost a = b.
Ked a = co alebo a = —oo postupujeme podobne. Napr. ak lim a,, = oo, tak k
Iubovolnému K existuje také n, Ze pre vietky i > n je a; > K. Podobne ako
predtym dostaneme, ze sup a; > K pre vSetky n, teda b = inf supa; > K, pre

i>n n>1;>n

kazdé K, plati, ze b = co O

Veta 20 K lubovolnej meratelnej funkcii f existuje takd postupnost {fn}.—,
jednoduchyjch funkcii, Ze f =lim f,, (t.j. f(x) =lim f,,(z) pre vsetky x € X ).
Ak je f >0, mozeme {f,},—, zostrojit tak, aby bola neklesajica, pricom

fn(ar:):i;—nl7 akeri:f_1(<i2_nl,;n>),(i:1,---n2")
fa(@)=n, akz e E={t: f(t) >n}

Dékaz. * Nech f > 0, definujme f,, tak ako je to vo vete.

1fn Z fn+1

Ak f(x) > n, tak f,(z) = n. Pokial ide o f,,11(z), mdme dve moZnosti. Ak
f(x) >n+1,tak fr41(x) =n+1>n= f,(x). V opatnom pripade je

n< f(z) <n+1, teda f(z) € (g7, 31), kde 27t > n (cely uvedeny i—ty
interval je ¢astou intervalu (n,n + 1)).

Teda _—
i
frr1(@) = Sogg 20 = fal@)

Nech f(z) < n, napr. 77 < f(x) < g7, kde 1 < i < n2"! potom f41(x)
Pokial ide o f,(x) mdzu natat vda pripady podla toho, & je i parne alebo
neparne. Situdciu si moéZeme nézorne predstavit. Nech funkcia f(z) sa
nachadza v akomsi k—tom intervale pri n—tom deleni. Tento interval

rozdelime na polovice. Tym dostaneme dva intervaly z (n + 1) —ho delenia. V

jednom z nich sa nachédza f(x). Tento interval sme oznaéili (o7, g5t ). Ak

je to "horny” interval, tak ¢ = 2k. Ak je to "dolny” interval, tak
2(k—1)=i—1,cizei=2k—1
V prvom pripade (i parne, i = 2k)je:

k—1 2k —1 1—1 k—1 2k k
o < o1 = gny1 lebo —o gf(x)<W:27

fn(x) =

teda fn(l') < fn+1(m) .

V druhom pripade (i je neparne, i = 2k — 1)plat{ ;n_—fl = %’fL—I? = %, pricom
k-l < f(z) < &, odkial vyplyva, 7e fui1(x) = fu(x)

2.f(x) = lim £, (x)

Ak f(z) = oo, tak f(z) > n pre vietky n, teda f,(x) = n, odkial vyplyva, 7e

lim f,,(2) = o0 = f(2).
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Nech f(x) < 0o a € > 0 je Tubovolné &fslo. Zvolme prirodzené éfslo N tak, aby

2% <e.Nechn > N,z € E;, potom

1—1 1

fn(x): Sf(l‘)<7

teda

/(@) — fu(@)] = F(2) — fulz) < QL < 2% <

Teda k Iubovolnému € > 0 existuje také N, Ze pre vietky n > N je
|fn(z) — f(z)] < e, ¢o znamend, ze f(x) =lim f,(x)

Ak je f lubovolna meratelnd funkcia, tak f = f — f=, kde f+, f~ sd
nezdporné meratelné funkcie. Preto podla dokdzaného existuju také
postupnosti {f,} -, resp. {gn},-; jednnoduchych funkcii, ze

[T (z) =lim f,(z), f~ () = lim g, (z), teda f(z) = lim (f,(z) — gn(x)), pricom

fn — gn st jednoduché funkcie (n =1,2,---)

CVICENIA

1. Oznac¢me systém vsetkych intervalov tvaru (—oo, ¢) znakom %, tvaru

(—00,d),d je raciondlne ¢islo znakom @5, tvaru (—oo, ¢) znakom %3,

tvaru (c, 00) znakom %y, tvaru (c,00) znakom %5, tvaru (a,b) znakom

O

%5, tvaru (a,b) znakom %7, tvaru (a, b) znakom %s, tvaru (a,b) znakom

%9, kde a, b, c su redlne ¢isla. Dokazte, ze 7 (6;) = $B,i=1,2,---9
2. Aplikujte vetu [15| na systémy C; z cvicenia 1.

3. Veta o supréme hovori: Kazda neprdzdna zhora ohrani¢end mnozina ma
suprémum. Dokézte pomocou tejto vety, ze kazdéd neklesajica ohranicend

postupnost m4 limitu.
Navod 4 Je to suprémum mnoziny hodnot tej postupnosti.

4. Definujte infimum a dokazte vetu analogicki vete z cvicenia 3.

5. Nech M je lubovolné ohrani¢end ¢iselnd mnozina. Polozme
—M = {z: —x € M}. Dokdzte, ze
sup (—M) = —inf (M), inf (—M) = —sup (M).

6. Cislo « sa nazyva bodom zhustenia postupnosti {an}zozl, ak k

Tubovolnému okoliu U = (a — &,a + ¢) &isla « a k lubovolnému n existuje

také m > n, Ze a,, € U. Symbol oo (resp. —oo) je bodom zhustenia
postupnosti {a,},,
Dokéite, 7Ze kazda postupnost mé aspoi jeden bod zhustenia.

ak je {a,},~, zhora (resp. zdola) neohranicen.

Navod 5 Ak vsetky ¢leny postupnosti {a,} -, si v intervale {(c,d), tak

postupnym delenim na polovice dostaneme postupnost (c,, d.,)

intervalov obsahujicich nekoneé¢ne vela ¢lenov postupnosti {a, }, . ; €islo

lim ¢, je bodom zhustenia postupnosti {a,}, .

7. Dokézte, ze limsup a,, je suprémum mnoziny bodov zhustenia
postupnosti {an } o ;.

8. Dokazte tvrdenie analogické k tvrdeniu z cvi¢enia 7 pre liminf a,,.

9. Dokézte, ze {a,},.; je konvergentnd vtedy a len vtedy, ked je
ohranicend a liminf a,, = limsup a,,

10. Sformulujte a dokézte vetu o existencii najmensieho okruhu (algebry,
o—algebry) nad danym systémom.

11. Nech 2 je systém podmnozin mnoziny X, X € 2. Dokazte, ze najmensi

okruh nad Z sa zhoduje s najmensou algebrou nad Z.

12. Dokézte, ze najmensi o—okruh nad algebrou & sa rovna najmensej
o—algebre nad 2.

13. Nech (X,., 1) je priestor miery, f je meratelnd funkcia. Definujme na

o—algebre % vietkych borelovskych mnozin funkciu v rovnostou
v(E) = p(f~(E)).Dokézte, ze takto definovand funkcia v je miera.
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DEFINICIA INTEGRALU

Citatelovi je iste aspon intuitfvne zndmy pojem urcitého integralu (presné
zavedenie nasleduje). Ide napr. o uréenie plosného obsahu rovinného obrazca
ohrani¢eného grafom funkcie f, osou z a priamkami z = a,x = b. Tento obsah
pri tom beriem kladne ak graf funkcie prebieha nad osou z, zaporne pod osou
x. Preto bude iste jasnd nasledujtica definicia integralu (zatial len velmi
§pecidlnych funkcif) v Tubovolnom priestore.

Definicia 23 Nech X je lubovolnd neprdzdna mnozina, Z je okruh
podmnozin mnozZiny X, u miera definovand na Z. Redlnu funkciu f definovani
n
na X nazgvame jednoducho integrovatelnou, ak f =Y. aixg,, kde o; si
i=1
redlne ¢isla, E; st navzdjom disjunktné mnoZiny z % a
w(E;) <oo(i=1,2,--+,n). Integrdl definujeme vztahom

[ =" e
i=1

Vsimnime si, ze funkcia f = 0 je jednoducho integrovatelnd a [ fdu =0,
pretoze f = xp a 1 - u(0) = 0.

Pojem integrélu tizko suvisi s pojmom strednej hodnoty ndhodnej premenne;j.
Nech (Q,.7, P)je pravdepodobnostny priestor jednoducho integrovatelné (t.j.
jednoduché) funkcie definované na  sa nazyvaju tiez diskrétne ndhodné
premenné. Nech hodnoty diskrétnej ndhodnej premennej f st ¢isla

Z1,%3, - , T, a pravdepodobnost, Zze f nadobudne hodnotu z; je p;, potom
stredni hodnotu definujeme vztahom

E(f) = Z LiPi
i=1
Ale p; sa vlastne rovnd &fslu P(f~({z;})) = P(E;), teda

B(H) = [ sar

Na tomto priklade sme chceli len poukézat na to, Ze v definiciu strednej
hodnoty mozno v diskrétnom (a ako ukdzeme neskor nielen v diskrétnom)
pripade vyjadrif pomocou integralu. Preto podobne ako v predchidzajicej
kapitole, nebudeme d’'alej venovat pozornost pravdepodobnostnému aspektu,
ale vybudujeme tedriu integralu. Tato tedria ndm umozni okrem iného aj
definovat stredné hodnoty zloZitejsich nahodnych premennych ako st
diskrétne. K niektorym pravdepodobnostnym otazkam sa vratime uz v
nasledujucej kapitole.

Integral budeme definovat v nasledujicich dvoch definicidch. Korektnost
tychto definicii preverime z metodickych pri¢in az v d'alsom paragrafe.
Predpoklady o X, %, i nebudeme opakovat. Opit viak zdoraziiujeme, Ze
slovom funkcia budeme rozumiet Tubovolnu funkciu s hodnotami v R} (teda aj
s nekone¢nymi hodnotami). Ked hodnoty nejakej funkcie budi z Ry (teda
koneéné), budeme hovorit, Ze tato funkcia je kone¢né.

Definicia 24 Budeme hovorit, Ze funkcia f definovand na X patri do triedy
P*(f € PY), ak existuje takd neklesajica postupnost {f,},- | nezdpornych
jednoduchych funkcid, Ze f(x) = lim f, (x) pre vSetky x € X (krdtko budeme
zapisoval fn, /* f) a postupnost { [ fnd,u}zoz1 je ohranicend. Pritom

definujeme:
JE Y
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Definicia 25 Redlna funkcia f definovand na X sa nazjva integrovatelnd, ak
existujii také funkcie g,h € PT, Ze

f(@) = g(x) — h(z)

pre vetky x, pre ktoré je g(x) — h(x) definovany. Integrdl z funkcie f

definujeme vztahom
[ an= [ oan [ ha

Pretoze slovné vyjadrenie ”f(x) = g(x) — h(z) pre vsetky x, pre ktoré je

g(z) — h(zx) definovany”, je trochu tazkopddne, zavddzame tito dohodu budeme
pisat f =g —h, ak f(x) = g(x) — h(x) pre vietky z, pre ktoré je g(x) — h(z)
definovany. PretoZe takdto dohoda nie je beind, budeme ju pouFivat zvicsa len
v dékazoch, kde by sme sa bez nej museli vyjadrovat velmi tazkopddne.

Zépis [ fdp sa Citatelovi moze zdat nezvykly. Pretoze integrujeme cez cely
priestor, mohli by sme pisat aj f fdu. Napriklad, ak za X vezmeme interval
X

(—00,00), 1 Lebesguovu mieru definovani na okruhu % v definicii tak ide

(o)
o integral f fdu oznacovany tiez znakom f f(z)dz. Ak chceme pocitat

(—00,00) —oo
b
integral f f(z)dz, ¢o byva najéastejsie, méZzeme postupovat naledujicim
a

sposobom. Definujeme funkciu g takto: g(z) = f(x), ak « € {a,b),g(x) =0, ak
x ¢ (a,b). (Alebo inak g = fX(q,).) Potom obsah obrazca vytvoreného
funkciou f v hraniciach {(a, b) sa rovnd obsahu obrazca vytvoreného funkciou g,

b oo
teda [ f(z)dz = [ g(z)dz. Inokedy mozno z metodickych pri¢in vziat za

zékladny priestor X interval (a,b) alebo (a,b). Pravda, touto otdzkou sa
budeme este podrobnejsie a presnejsie zaoberat. Zatial sme len cheeli éitatela
ubezpeéit o tom, ze uplne postaéi, ak vybudujeme tedériu integralu na celom
priestore X.

V4znejsia pripomienka by sa mohla tykat definicie integralu. Treba dokézat
tieto dve veci:

1. Ak f € P*, f, / f,gn 7 f, pricom je splneny predpoklad o
ohranicenosti integralov a f,, resp. g, su nezaporné jednoducho

integrovatelné, tak
lim/fndu: lim/gndu

2. Ak je f integrovatelnd f = g — hy = go — ha, kde g;, h; € PT (1,2), tak

/91du—/h1du:/ggdu—/h2du

Tieto dva fakty dokazeme v nasledujicom paragrafe. V tomto pragrafe si este
osvetlime definiciu na dvoch prikladoch.

1
Priklad 1 Podla uvedenej definicie vypocitajme [ zdz alebo v inom zdpise
0

Jxx01)(@)de = [ fx(o,1)(x)du, kde p je Lebesguova miera, f(x) = x pre
vietky z (Z geometrického hladiska ide o vypocet obsahu pravouhlého
trojuholnika, ktorého obidve odvesny maji dizku 1. Obsah tohto trojuholnika
je %) Dokézeme dokonca, ze g = fx(0,1) € P*. Definujme postupnost {fn},~ ;.
ktora konverguje ku g. Rozdelime interval (0,1) na dve ”rovnaké”casti. V
kazdej z nich je f; konStantna a rovnd sa minimalnej hodnote funkcie f.
Presnejsie: fi(z) =0, ak z € (0,3), fi(z) = 3, ak @ € (3,1). Potom rozdelime
interval (0, 1) na 4 = 22 rovnakych ¢ast{ (t.j. kazdy z dielikov rozdelime na
polovicu) a postupujeme podobne fo(z) = i;—l, ak x € <’2_—21, 2%) , (1, 2, 22).
Teraz uz vidno ako treba postupnost {f,},—, definovat:

fal) =L ak o e (5 5), (i=1,---,2")

fu(x) =0, ak = ¢ (0,1).

Pretoze lim f,,(x) = g(z) pre vsetky x € (—00,00), frn < fut1 (1,2,--+) a

J fadp <1(n=1,2,--), plati (ak 2" = m)
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1 on
. » o
Jade = lim [ fudpe = limooso 3% 55 (5 = 5) = Jim 503 =

m—1
. . . _ . —1) 1
lim Y i= lim L 1+m-12Ll=1 lim mm—1) _ 1

1
Priklad 2 Vypocitajte [ z?dz. Podobne ako v predchddzajicom priklade
0

definujeme: f,(z) = (%)2, ak z € (5, 25 (1,2,--,2), fu(z) =0, ak
x ¢ (0,1) Preto

L i 11 2 1 m—1
2 T - IRT .2
/x dx = nlgrgo El <2n 2n> = nlgr;o oo E 1 )
0 =

Pretoze

plati:

Zéverom by sme este radi ukazali, ako sa robi ”prakticky” vypocet integralu na
b
¢iselnej osi. Pritom [ f(z)dz je definovany ako ffde,u, kde p je Lebesguova

a
miera. V pripade, ze f nie je definovand mimo (a,b), polozime f(z) = 0 pre
x ¢ (a,b). Predpokladdme, Ze ¢itatel poznd pojem primitivnej funkcie F k
funkcii f. Funkcia F je primitivna k funkcii f na (a,b), ak F'(z) = f(x) pre
vsetky x € (a,b).

Veta 21 Nech f, F st funkcie spojité na {a,b) a F je primitivna funkcia k
b
funkcii f na (a,b). Potom [ fdp|= ff(x)d:c) existuje a plati
(a,b) a
[ ran=Fo) - Fa
(a,b)

Pozndamka 3 Uvedend veta je itetelovi pravdepodobne dobre znama (z
teérie Riemannovho integralu). V priklade [2| je teda k funkcii 2 primitivna

F(z) = % Preto

/xde F(1)—F(0)=+ —0=1
0

Dokaz. Predpokladajme, ze funkcia f je nezdpornd, inak by sme vzali
funkciu f — m, kde m je minimum funkcie f na intervale (a,b). Nech € > 0 je
Tubovolné. Vezmime § > 0 tak, aby platila implikacia

€
b—a’

lu—v] <d=|f(u) - flv)] <

Urobme teraz také delenie intervalu (a, b)
a=29g <1 < < Tp—1 <Tg
aby ©; —x;_1 < d,i=1,--- , k. Oznacme
m; =min{f(z) 1z € (w1, )}
M; =max {f(x):x € (z;_1,2;)}

a polozme

k
g(‘r) = Z miX<mi_1,$,;)
i=1
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k
h(l‘) = ZMiX<Ii—laIi)
i=1
Dostaneme nerovnosti
g(z) < f(z) < h(z),2 € (a,b)

teda
b b

a:/g(x)dx§ /f(x)d:c < /bh(w)dzﬂ

a

Navyse M; —m; <5 (i =1,2,--- k)

b b k k
B—a=[h(z)dz— [g(x)dz = ;Mi (vi —24-1) — ;mi (x5 — i) =
k k

; (M —my) (v — 1) < 355 ; (r; —mwi_1) =¢

Na druhej strane podla vety o strednej hodnote existuje pre kazdé i také
c; € (xi_l,xi), 7e F(’JJZ) - F(l‘i_l) = F/(Ci) (:TJZ - xi—l) = f(CZ) (zz — l’i_l).

Preto F() ~ F(a) = X (F(a:) ~ Floi-1)) = 3 J(60) (0~ 1-1) <

k b
;Mi (LLUL' — l‘i—l) = fh(l‘)dl‘ = ﬁ

Podobne sa dokéze nerovnost F(b) — F(a) > [ g(x)dz = a.Obe &isla, tak

8 —o

b
F(b) — F(a) ako aj [ f(z)dz sa nachddzaju v intervale («, 3), pricom

B — a < &. Mame teda nerovnost

b
/f(ac)d:c —(F(b)—F(a)| <e

KedZe tato nerovnost plati pre kazdé € > 0, vyraz v absolitnej hodnote sa
rovnd nule, teda

b
/f(x)dx = F(b) — F(a)

V dokaze sme mlcky predpokladali, ze ku kazdej funkcii spojitej na intervale
(a,b) existuje primitivna funkcia. Toto tvrdenie moZzno azda povaZovat za
zname.



KOREKTNOST.
LINEARNOST

A. Korektnost

Lema 3 Nech Z%XE = ZﬂjXFvE €EX,u(E;) <oo(t=1,---,n),F; €
i=
%’u( ) (] 1,- )EﬂF—@FﬁF—@(;ﬁj).Potom

3 auu(B) = 3 fou 5

Doékaz. Mozeme predpokladat, Ze vietky a, B; su rozne od nuly. V tom
n m m
pripade je |J E; = |J F;. Pretoze F; st disjunktné a E; = |J (E; N Fj), je

i=1 j=1 j=1

[L(EL N F]) = ,LL(EZ) (Z = 1, e ,Tl). Podobne

TR

j 1

Z w(E;NFy) =w(F;)(j=1,---,m). Mnozina E; N F} je alebo prézdna,
alebo a; = Bj. V kazdom pripade teda alu(E NF;) = @ME ﬂF) Preto

m m

Zazu() S o (BN Fy) = ZﬁaZu(EﬁF) ;ﬁau(Fj) -

i=1 Jj=1

Tym sme dokdzali korektnost integralu z jednoducho integorvatelnych funkcii.
Pre funkcie f € P to bude trochu komplikovanejsie. Pojde o celd sériu
pomocnych viet.

Lema 4 Ak f,g st jednoducho integrovatelné, tak aj f + g je jednoducho

integrovatelnd a plati
/(f+g)du=/fdu+/gdu

Dékaz. Predovsetkym mozeme predpokladat, Ze f a g st konstantné na tych
n

istych mnozindch. (Sta¢i vziat mnoziny E; N F}.) Nech teda f = Y a;xE,,9 =
i=1
Z Bixe;, Ei € Z,u(E;) <oco(i=1,---,n),E;NE; =0(i # j). Potom

f+g= Z (a; + B;) XE;, teda f + g je jednoducho integrovatelnd a platf:

i(E )+Zﬁz = [ fdp+ [ gdy

*Mﬁ

[(f+9)du i:l (o + 1) p(Ex) =

[ 1

Lema 5 Nech f, g st jednoducho integrovatelné funkcie, f < g. Potom
[fdp < [gdu

Dékaz Opit nech

m

f= Z%XEUQ—Z@XE,,E EX,u(E;) <oco(t=1,---,n). Je zrejmé, ze

=

aigﬂi(Z:l,-“,n),tedaffdu—Zazu( ) ZZ: ( ):fgdﬂ 0O

Lema 6 Ak {f,} -, je postupnost jednoducho z'ntegrovatel/ny/ch funkcit,
fo O [tg fn> for1(n=1,2,---) lim f,(z) = 0 pre vetky =/, tak
lim [ f,dp =0

93
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k k

Dokaz. Nech f; = > a;xg,. Potom u( U El) < 00. Polozme
i=1 i=1

k
E = U Ei, M = max f;. Vezmimme lubovolné kladné &islo & a polozme
i=1

Gn ={z: fu(z) 2 €}
. Je zrejmé, 7e G,, € Z (n=1,2,---). Pretoze f, \,0, je
GnDGpy1(n=1,2,---), Fo] G,, = 0. Okrem toho
w(Gr) < u(Gy) < p(F) < ;Lozll)reto podla Vetyplatl':
lim p(Gy,) = 0.

Pretoze fn(z) =0 pre z ¢ E, podla liem 4| a [5| plati:

0= [oau< [ fuan-

:/anGndM+/anE—GndN‘i'/anX—EdMS

< /leGndM‘i‘/@XE—Gnd,u-l-/Odlug
< Mp(Gr) +ep(E —Gy) <
< Mp(Gy) +ep(E)

Podla nésho predpokladu a lemy |5| je postupnost { [ fndu}:O:l nerastica a
zdola ohraniCend, teda existuje lim [ f,,dp. Odtial a z uvedenych vztahov
vyplyva:

0 < lim / fudp < 2p(E)

Pretoze poslednd rovnost plati pre kazdé ¢ > 0, plati tiez rovnost
lim [ f,dp = 0. O

Lema 7 Nech {gn}f;1 je postupnost jednoducho integrovatrelnijch funkcii
gn g, f je jednoducho integrovatelnd funkcia a f < g. Potom

/fdu < lim/gndu

Dokaz. Zrejme min (f,g,) ~ min(f,g) = f, teda f —min (f, g,) \( 0. Preto
podla liem |§| alp|plati: [ fdplim [ min (f, g,)dp < [ gndp O

Lema 8 Nech {f,}.— | resp. {gn}, o, st postupnosti jednoducho
integrovatelnych funkcit, fn /' f.q g, f < g,f < g. Potom

lim/fnd,u < lim/gndu

Dékaz. Pre lubovolné n je podla predpokladu f, < g = lim g;. Preto podla
71— 00
lemy [7] je

/ fudp < lim / gndlp
n—oo
pre kazdé n. Odtial vyplyva tvrdenie lemy. O

Teraz uz mozeme preverif aj druhi éast definicie integralu. Nech
fo 7 fogn 2 f a{[ fadu} a {[ godp} st ohranicené. Potom podla lemyje:

lim/fnd,u < lim/gndu
. Pretoze z lemy [8| vyplyva aj opaénd nerovnost, plat{ zrejme rovnost.

Lema 9 Ak f,g € PT, tak aj f + g patri do Pt a plati
J(F+g)du= [ fdu+ [ gdp
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Dékaz. Nech f, 7 f,gn /g a {[ fadu} a {[ gndu} st ohranicené a
fnsgn (n =1,2,---) Nezdporné jednoducho integrovatelné. Potom

fa+9n S f+ 9, fa+ gn je jednoducho integrovatelnd (n =1,2,---) a

{J (fn+ gn)du} je ohranicend (vzhladom na lemu . Preto f +g€ PT a
plati:

[+ grdu=tim [ (5 + g0 dn =
:m/hm+m/%@:

::/fmr+/gmt O

Koneéne mozeme pristtipit k previerke tretej asti definicie integralu. Nech
girhi € P (i = 1,2) a f(z) = g1(2) — b1 () resp. f(x) = ga(x) — h(z) pre
vSetky x pre ktoré je definované g;(z) — hq(x) resp. g2(x) — ha(z). Potom
g1(x) + ha(x) = ga(z) + hy(z) € P pre vietky = (Ak totiz nie je definované
g1(x) — hi(x) alebo ga(z) — ha(x), tak alebo g1(z) = hy(z) = oo, alebo
92(z) = ha(x) = co. Okrem toho funkcie g; a h; st nezdporné.)Podla lemy [9]

plati:
/91dﬂ+/h2du=/ggdu+/h1du
/mw—/mwz/mw—/mw

Tym sme korektnost definicie integralu dokazali.

B.Linedrnost integralu

Znakom L oznaéme systém integrovatelnych funkecii. Funkciondlom F
defdinovanym na L nazyvame Iubovolni koneénd redlnu funkciu definovani na
L. Funkciondl sa nazyva linedrny, ak F(cif1 + cafs) = c1F(f1) + coF(f2) pre
vSetky fi1, fo € L a vSetky redlne ¢isla ¢y, co. Prikladom funkcionédlu na L je
integral: F(f) = [ fdu. Ak chceme dokézat linedrnost integralu, mozeme
postupovat tak, Ze najprv dokazeme rovnost F(f + g) = F(f) + F(g) a potom
rovnost F(cf) = cF(f).

teda

Veta 22 Nech f,g si integrovatelné funkcie. Nech h je takd funkcia
definovand na mnozine X, Ze plati h(z) = f(x) + g(x), ak je sucet f(x) + g(x)
definovany. Potom je funkcia h integrovatelnd a plati: [ hdp = [ fdp+ [ gdu

Dékaz. Nech f = fi — fa,9 = g1 — go, pricom f1, f2, 91,92 € PT (Na tomto

mieste aj nad’alej postupujeme v zmysle ndsho dohovoru, teda napr. vyraz

f = f1 — fo znamen4d rozdiel funkcii fi(x) — fo(x) = f(x), pre ktoré je

fi(x) — fa(x) definované). Potom h = (f1; + g1) — (f2 + g2) je integrovateln4,

lebo podla lemy [] fi + g1 € P+, fo + g2 € P*. Podla tej istej lemy a definicie
integrédlu plati:

[rtn= [ adn= [ (g0 du=

=/ﬁ®+/m®—/h@—/m@=

:/ﬁ@—/hw+/mw—/mw=

:/ﬁm+/mm O
Veta 23 Nech f je integrovatelnd funkcia, ¢ redlne cislo. Potom cf je

integrovatelnd a plati:
/cfd,u = c/fdu

Dokaz. Tvrdenie je zrejmé, ak ¢ = 0. Tiez je zrejmé, ze veta plati pre
jednoducho integrovatelné funkcie.
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e Nech ¢ > 0. Nech f € P, f, 7 f, pricom f, st nezaporné jednoducho
integrovatelné a { [ fndu}zozl je ohrani¢end. Potom cf,, 7 cf,cfn st
jednoducho integrovatelné, { [ cfndp}zozl ={cf fndu}zozl je
ohranic¢end. Preto cf € P a
[efdp =1lim [ cfp,dp = clim [ fdp=c [ fdu.

e Nech teraz f je Iubovolnd integrovatelnd funkcia ¢ # 0. Nech f = g — h,
kde g,h € PT. Potom v pripade, ze ¢ > 0, sa c¢f = cg — ch, cg,ch € PT,
teda cf je integrovatelna a dostavame:

/cfdu:/cgd,u—/chduz

Ak ¢ <0, tak c¢f = (—c)h — (—¢) g, kde —c > 0, teda
ch € PT,—cg € P, v doésledku éoho je cf integrovatelns a plati:

/cfdu:/—chdu—/—cgdu:
:—c/hdu—i—c/gdu:
—c [ fdu .

Na toto miesto sa eSte hodi nasledujuca veta:
Veta 24 Ak f,g si integrovatelné funkcie, f < g, tak [ fdp < [ gdu.

Doékaz. 7 lemy [§ vyplyva, Ze veta plati pre funkcie f,g € P*. Nech f,g si
Iubovolné integrovatelné funkcie, f = f1 — f2, 9 = g1 — g2, kde

fi, f2, 91,92 € PT. Pretoze f < g, je fi + g2 < g1 + fo. Odtial podla
dokdzaného a na zdklade lemy [9] vyplyva:

[+ [omdus [oan [ s
/fdu=/f1du—/f2du§/g1du—/gzdu=/gdu O

a teda



VETA O MONOTONNEJ
KONVERGENCII

Ide o tzv. Beppo-Leviho vetu, ktorti mozno formulovat napr. takto: Ak { fn}ff’:1
je neklesajica postupnost integrovatelnych funkcii a postupnost ich integralov
je ohranicend, tak lim f, je integrovatelnd a [ lim f,du = lim [ f,du(Platf
pravdaze aj dudlne tvrdenie - o nerasticich postupnostiach.)

V nasom pripade bude téelnejsie dokazat najprv ind variantu Beppo-Leviho
vety - pre nekonecné rady nezdpornych funkcii. Ale aj tito vetu budi
predchédzat dve pomocné tvrdenia.

Lema 10 K lubovolnej nezdpornej integrovatelnej funkcii f a klubovolnému
kladnému ¢islu e existujii také g,h € PT | Ze f(x) = g(x) — h(z) kedykolvek je
rozdiel g(x) — h(z) definovany, pricom [ hdu < e

Dékaz. Podla predpokladu f = ¢’ — k', kde ¢/, b’ € PT. K funkcii b’ existuje
takd postupnost {h,},_, jednoduchych nezdpornych funkcii, ze h,, /b’ a

[ Wdp =lim [ h,dp pre dostatocne velké n je teda [ (h' — hy,)dp < e.
Polozme h = h/ — hy,,g = ¢’ — h,,. Funkcie h, g st z P*. Napr. pre funkciu h
toto tvrdenie vyplyva z toho, ze h = lim_ (hy — hy). {hm — By }oo_y je

neklesajica, hy,, — h, st jednoducho integrovatelné, pre m > n aj nezdporné a

navyse
/(hm - hn) du < /hmd,u‘i’ /hnd,u < 2/h,dﬂ

/hd,u:/(h/—hn)d,u<€
=g W= ~hn

)7(h/7hn):gfh O

Dalej

f

Veta 25 Nech { [}, je takd neklesajica postupnost funkcii z PT, Ze

lim [ f,dp < co. Potom ezistuje takd neklesajiica postupnost nezdpornyjch,
jednoduchgjch funkcii {hy},. |, pre ktori h,, < f, alimh, = lim f,. (Specidlne
teda lim f,, € PT)

Dokaz. Podla predpokladu existuju také neklesajice postupnosti {g”"} >,
nezdpornych jednoducho integrovatelnych funkefi, ze g™ * f, (m — o).
Definujeme:

hn = max (9?7937 to 792)

Funkcie h,, st jednoducho integrovatelné. Dalej,
g? < fl < fnagg < f2 < f7u"' 792 < fna teda hn < fn (n = 1727"')~ Konecne

1 1
hn = max (g7, g%, -+ ,gn) <max (g7, g5, gntl) <

n+1l n+l1 1 n+l) _
max (gl » 9o P 79?L+ agn+1) - hn—i—l
teda

hnghn+1(n:1a2v"')

Zostava nam dokdzat, Ze lim h,, = lim f,,
Nech m,n si Tubovolné prirodzené é&fsla. Polozme k = max (m,n). Potom
n < k, teda
k k k k
gn < max(gl,92,~- 7gk) = hy
Pretoze m <k a {g}l}oil je neklesajica, platia nerovnosti

%

g < gh < hy, < suphy, = lim by,
n

o7
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teda g™ < lim h,, pre vSetky m,n. Odtial vyplyva

lim f, = lim lim g’ < lim A,
m— 00 n—o0 Mm—r0o0 n— o0

Opaénd nerovnost vyplyva z nerovnosti h, < f, (n=1,2,--+). O

Veta 26 Nech {fn},>, je postupnost nezapornych integrovatelngjch funkcif,
pricom Z [ fadp < 0o. Potom je funkcia Z fn integrovatelnd a

/ifndu—i/fndu

Dékaz. Podla poslednej lemy existuju ku kazdemu n také g, hy E P, e
fo=gn—hna [hydp < 3. Polozme k, = Z h;. Potom k,, Z B, pricom

i=1 n=1

nl;rr;o kndp = nl;rréo ;/hidu = 2:1 / hpdp < 00

n=1

Preto podla vety je >~ hy € Pt. Podobne dokdzeme, Ze > g, € PT na

zaklade nerovnosti

Sz:lglrz+§/fnd/‘=1+2/fndu<oo

Ak niektory z rozdielov gn( ) — hy(2) nie je definovany, tak nie je definovany
ani rozdiel Z gn(x) — Z h,(x). Predpokladajme, ze g, (z) — h,(2) je
definovany pre kazdé n. Potom plati:

Zfi(l’) = Zgi(l’) - th‘(x)

i=1
&) o) o0
pre kazdé n. Je teda > fn, = > gn — . h, integrovatelnd(uvedend rovnost

n=1 n=1 n=1

plati opit v zmysle ndsho dohovoru), pri¢om plati (na zdklade vety :

/g:lfndu /Zgndu /Zhdu— )

n=1

:nlin;OZ/gl ,u_nh_)n;OZ/hidM: (3)
- i (/gnd/i - /hndu) = i/fndu (4)

Veta 27 Nech {f,},—, je nekelsajica postupnost integrovatelnych funkcit,
lim [ f,dp < co. Potom je funkcia lim f,, integrovatelnd a plati:

/lim fndp = lim/fnd,u

Dokaz. Predpokladajme najprv, ze vsetky funkcie f, si konecné. Tak lepSie
vynikne myslienka dékazu. Polozme g1 = f1,9n = fr — fam1 (n =2,3,---).
Potom g, > 0(n =2,3,---), g, st integrovatelné a

g:/ gnds = lim (2: ( / fidp — / fildp) N / fldu> _

lim [ fpdp < o0

n—oo
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Preto podla vety [26] je funkcia E Gn = hm fn integrovatelns a plati:

n=1

[ fudn= [ S g =" [ gutu= tim [ fud
n=1 n=1

Ak st f,, Tubovolné integrovatelné funkcie, treba dokaz trochu upravit.
Polozme gn(m) = fn(x) - fn—l(aj) (TL =23, )a ak je rozdiel fn(x) - fn—1(33)
definovany, g,(z) = o0, ak fn(z) = fa—1(z) = 00 a g, (x) = 0, ak

fn(x) = fn_1(z) = —oo. Funkcia g, je integrovatelna pre kazdé n, pretoze
fns fr—1 st integrovatelnd a

gn(2) = fu(@) + (= fn-1(2))

pre vSetky x, pre ktoré je f,(x) 4+ (—fn_1(x)) = fn(z) — fr_1(z) definovany

(veta . . Navyse
/%M /h@ /hlw,

lim fo(z) = fi(z) + Y ga()
n=2

a okrem toho

n—oo

pre vsetky x, pre ktoré ma siicet na pravej strane zmysel. Vidime, ze uvedeny
dokaz mozno pouzit aj vtedy, ked niektora z funkcii f,, nadobudne nekoneéné
hodnoty. |
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ABSOLUTNA
KONVERGENCIA
INTEGRALU

Vlastnost, Ze funkcia f je integrovatelnd vtedy a len vtedy ked’ je
integrovatelnd jej absoliitna hodnota | f|, nazyvame absolitnou konvergenciou.
Musime sa vSak rozhodnit vzhladom na ktori o—algebru budeme meratelné
funkcie skimat. Mohli by sme vziat napr. najmensi o—okruh . (%) nad
okruhom Z(za predpokladu, Ze . (%) je algebra). Pri tejto volbe by sa vsak
mohlo stat, ze vzhladom na nagu definiciu nie vSetky integrovatené funkcie by
boli meratelné. Preto budeme meratelnost funkcii chapat vzhladom na §irsi
systém .#, ktory budeme definovat. Vsetky tvrdenia, ktoré sa budu vztahovat
na . O (%) budu platit aj o .7 (#). Ak je totiz nejakd funkcia meratelna
vzhladom na (%), je meratelnd aj vzhladom na .

Definicia 26 Nech Z je taky okruh podmmnozZin mnoziny X, Ze existuje
oo

postupnost mnozin {E,},>_| z Z, pre ktori |J E, =X a u(E,) < cofNech p
n=1

je miera na Z. Znakom AN budeme oznacovat systém vsetkijch mnozin E, ku
ktorym existuje takd funkcia f € PT, Ze

Ec{x: f(x)=00}.

Napokon znakom & budeme oznacovat najmensi o—okruh nad systémom

AU N (t5.S =S (RIN)).
Lema 11 Ka#dd integrovatelnd funkcia je ¥ —meratelnd.

Dékaz. Predovsetkym je jasné, Ze kazda jednoducho integrovatelns funkcia f
je meratelna vzhladom na . (%), pretoze f~1(E) € # C ./ (%) pre vietky E
borelovské a f~1({—oc0}) =0 € S (Z).
Ak f € P*, existuje takd postupnost {f,},.; jednoducho integrovatelnych
(teda tiez .7 (#)—meratelnych) funkcif, ze f = lim f,, (= sup f,). Preto podla
vety [19|je funkcia f .(%)—meratelnd. V pripade, Ze f je lubovolnd merateln4
funkcia, situdcia je trochu zloZitejsia. Nech f = g — h, kde g, h € P*. Polozme
K ={z: g(z) = 0o, h(x) = co}. Nech E je borelovskd mnozina alebo mnozina
{—oc0}. Mame dokézat, ze f~1(E) € ¥ = . (# U 4). Predovietkym uvazme,
ze plati:

f=Ixk+ fxx

teda staéf dokézat, Ze si meratelné funkcie fxr, fxr:. Ale

[KNfYE)JUK', ak0 € E

(fXK)_ (E) = {[Kmfl(E)] ’ ak0§éE

Mnozina v hranatej zétvorke patri do A4 C (% U A"). Okrem toho
K' € S (%) C S (#UN), pretoze g, h su . (#)—meratelné. Skutocne teda
(fxx) " (E) C (% U.#). V druhom pripade je

Ixxr = gxx — hxk

2Tym dosiahneme, ze . (%) je algebra. Uvedeny predpoklad je splneny v mnohych roz-
umnych prikladoch. Napr. v pripade Lebesguovej miery alebo v pripade, ze Z je algebra.

61
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teda staci dokdzat .7 —meratelnost (dokonca . (#)—meratelnost) funkeif
gxK', hxr . Ale gxx, hx k' st siéiny .¥—meratelnych funkcii, pretoze
g,h € Pt a K' je /—meratelnd mnozina. |

Definicia o—okruhu . je trochu komplikovana. Jednoduchsiu charakteristiku
systému . ddva nasledujica lema.

Lema 12 Nech 2 je systém vsetkych mnozin E C X, pre ktoré je xg
integrovatelnd. Potom . = % (9).

Doékaz. Vezmime ubovolntd mnozinu E € 2 a také funkcie f,g € P, Ze
xe(x) = f(z) — g(x) pre vsetky z, pre ktoré je rozdiel f(x) — g(z) definovany.
Polozme K = {xz : f(x) = 00, g(x) = co}. Potom

E=(ENnK)U(ENK")
Ale mnozina EN K € 4. Dalej

XEBnK' = XK' — 9XK',

K' € S (#), funkcie f, g si . (#)—meratelné. Preto st . (#)—meratelné aj
fxK',9xK', teda aj xgnk'. Preto ENK' = X;J%K,({—l}) € S(#). V oboch
pripadoch teda ENK € ., ENK' € ., teda aj E € .. Z prave dokézanej
inklizie 2 C . potom vyplyva inkluzia . (2) C .¥.

Ak E € Z,(E) < 00, tak xg je jednoducho integrovatelns, teda F € 9. Nech
EeV,fe Pt EcC{z: f(x)=oc}. Potom

xe = f(z) = f(z)

pre vietky z, pre ktoré je rozdiel f(x) — f(z) definovany. Tento rozdiel je totiz
definovany préve vtedy ked f(z) < co. Ale vtedy je xg(z) =0 = f(z) — f(=).
Vidime teda, Ze x g je integrovatelnd funkcia, z ¢oho vyplyva, ze £ € 2.
Dostdvame teda jednak, ze Z C .#(2) a jednak, ze A4 C 2. Odtial vyplyva,
e ZUN C D, teda .S C S (D). |

Teraz sa uz mozeme sustredit na dokaz tvrdenia, ktoré sme uviedli v tivode
paragrafu.Prvi ¢ast tohto tvrdenia dokdzeme l'ahko.

Lema 13 Ak g,h € PT, tak max(g,h) € Pt min(g,h) € PT.

Dokaz. Nech 0 <g, /¢,0<h, 7 h, pricom g,, h, si jednoducho
integrovatelné, lim [ g,dp < co,lim [ h,dp < co. Potom

min (gn, hy) / min (g, h), max (gn, hy) * max (g, h)
pricom

lim/min (gn, hp)dp < lim/gndu < 00

1im/max (gn, hn)dp < lim/gndu +lim/hnd,u < oo 0O
Veta 28 Ak je funkcia f integrovatelnd, tak je integrovatelnd aj funkcia |f|.

Dékaz. Ak je funkcia f integrovatelna, tak f = g — h, kde g, h € PT. Potom

vsak
|f‘ = max (gv h) — min (97 h)
odkial vzhladom na lemu [14| vyplyva tvrdenie vety. O

Lema 14 Ak f,g st koneéné a integrovatelné, tak si integrovatelné aj funkcie
max (f,g), min (f,g)

Doékaz. Staci uvazit, ze:

max (f,g) = 5 (If —gl + f+9)

| —
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min (f,g) = - (f+9—1f—gl) o

N | =

Aby sme mohli dokdzat tvrdenie opa¢né k vete trochu odboc¢ime, pretoze
sme nepredpokladali, ze Z je o —okruh. Dokéazali sme, Ze kazd4 meratelna
(napr. vzhladom na .#) funkcia je limitou neklesajicej postupnosti
jednoduchych funkcif (mali by sme pisat vlastne . —jednoduchych). Teraz
dokdzeme, Ze . —jednoduché funkcie s za istych okolnost{ integrovatelné.
V dalsom texte .7 bude stéle oznac¢ovat najmensi o —okruh nad Z U 4.
Budeme tiez predpokladat, 7e X € .

Definicia 27 Okruh of podmmnozZin mnoZiny X sa nazjva 6—okruh, ak zo
o0

vetahov E; € o (1 =1,2,---) vypljva ()| E; € .
i=1

1=

Veta 29 Systém 2 vsetkjjch mnoZin E C X. Pre ktoré je xg integrovatelnd,
je d—okruh.

Doékaz. Najprv uvazme, ze & je okruh. 9 je neprazdny, lebo 0 = xgp je
integrovatelnd, teda ) € 2. Ak E,F € 2, tak xg, xr st integrovatelna, teda
su integrovatelné aj

XEuF = max (XE, XF), XE—F = XE —Min (Xg, XF)

Nech E, € Z(n=1,2,---), potom E = (| E, = () F,, kde

n=1 n=1

n
F, = () E; € . Pretoze xr, \« XE, [ Xr,dp > 0, je podla Beppo-Leviho vety
i=1

oo
(pzri cvicenie 8) x g integrovatelnd, teda E = () E, € 2. -

n=1

Lema 15 Nech 9 = {E € . : xg je integrovatelnd}. Ak
ECFFe9 FeY, tak E€ 9.

Doékaz. Polozme # ={G € ¥ : FNG € Z}. Zrejme ¥ D 9. Dokazeme, ze
# je o—okruh. Nech A, B € #. Potom FNA€ 2, FNB € 2, teda aj

FN(A-B)=FNA—-FNBe2

Dalej ak A, € # (n=1,2,---), tak FNA, € Z2(n=1,2,---), teda
Fn (U An> =F-(J(F-(FNnA,)) €2
n=1 n=1

odkail vyplyva, ze |J A4, € 7.

n=1
Pretoze £ je o—okruh a # D 2, plati tiez ¢ D S (P) = . Mnozina E zo
znenia lemy je z .. Preto E € ¢, ¢ize E=FENF € 9. ]

n
Lema 16 Nech g je .¥—jednoduchd funkcia (t.j. g = > aixg,, Ei € %),
i=1
jednoducho integrovatelnd funkcia, 0 < g < f. Potom je funkcia g
integrovatelnd.
m
Dékaz. Nech f = ) Bxr, (F; st navzdjom disjunktné mnoziny, 3; # 0,
j=1

podobne E;, ;). Potom E; N F; € ¥, E; N F; C F; € 9. Podla lemy [15] je
E;NF; € 9, teda xp,nr; je integrovatelnd. Preto je integrovatelnd aj funkcia

n m n m
9= a; Y Xg,nF,- Tusme, pravda pouzili ti skutocnost, ze |J E; € |J Fj,
i=1  j=1 i=1 j=1
¢o vyplyva z nerovnosti 0 < g < f a z faktu «; # 0. O

Veta 30 Ak je 0 < g < f, g je meratelnd, f integrovatelnd, tak je aj g
integrovatelnd.
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Doékaz. Predpokladajme najprv, ze funkcia g je .#—jednoduchd,

9= > a;Xg,. Pretoze f = ' — ", f',f" € PT,je f < f' € P*. Vezmime
i=1

také jednoducho integrovatelné funkkcie f,, ze f,  f'. Potom

gn = min (g, fn) si #—jednoduché, teda podla lemy |16|integrovatelné. Dalej

gn =min (g, f,) S min(g, f') =g

lim/gnd,u < lim/fndu = /f’du

Podla Beppo-Leviho vety je g integrovatelna.

Nech g je teraz lubovolnd meratelnd funkcia, 0 < g < f. Potom existuje
neklesajica postupnost {g, }, -, -#—jednoduchych funkcif tak, ze

0 < gn /g < f. Podla predchddzajticeho si g, integrovatelné. Okrem toho
lim [ g,dpu < [ fdp. Preto je g integrovatelnd podla Beppo-Leviho vety. O

Veta 31 Merratelnd funkcia f je integrovatelnd vtedy a len vtedy, ak je
integrovatelnd jej absolitna hodnota | f).

Dékaz. Nech |f| je integrovatelné. Pretoze 0 < f+ <|f],0 < f~ < |f], st
podla vety [30] integrovatelné aj f+, f~, teda aj f = f+ — f~. Opacné tvrdenie
je obsiahnuté vo vete O

Veta 32 Nech f,g si integrovatelné funkcie, h je meratelnd funkcia,
f < h < g. Potom je funkcia h integrovatelnd.

Dékaz. Plati 0 < ht < gt <|g|,0<h™ < f~ <|f|. Podla vety 1] st
integrovatelné | f|, |g|, podla vety [30|aj h™,h~, teda aj h = h™ — h™. O



DOSLEDKY VETY O
MONOTONNEJ
KONVERGENCII

Uvedieme dva:Lebesguovu vetu a a vetu o o—aditivnosti neurcitého integralu
v definovaného vztahom v(E) = [ fdu = [ fxedu
E

Veta 33 (Lebesgue). Nech {f,}.-, je postupnost integrovatelngjch funkcit,
lim f,, = f a nech exsituje takd integrovatelnd funkcia g, Ze
[ful <g(n=1,2,---). Potom je funkcia [ integrovatelnd a plati:

/fd,uzlim/fndu

Doékaz. Polozme h, = [{f; :i>n}, g, =sup{fi : i > n}. Potom

hn, an < 9n,hn Shn+1»gn+1 < gn (’I’L: 172a"')

Dalej
lim h, =suph, =sup inf f; =liminfn — ocof, = f

n—00 n n>1%t>n

Podobne
lim g, =limsup f,, = f

n— oo n—oo

Pretoze |gn| < g, |hn] < g(n=1,2,---), st podla vety [30| funkcie gy, resp. h,
integrovatelné. Dalej hy, A f,lim [ h,dpu < [ gdp < oo, teda podla vetyje
funkcia f integrovatelnd. Okrem toho plati:

/fd,u :lim/hnd,u

/ fdu = lim / gndp
/mws/nw/%w
/fd,uzlim/fndu

Definicia 28 Nech f je integrovatelnd funkcia. neurcitym integrdlom z
funkcie f rozumieme mnoZinovi funkciv v definovani na 7 rovnostou:

uE) = [ ran= [ fxEd

E

a podobne

z toho a z nerovnosti

potom vyplyva:

Veta 34 Neurcity integrdl je o—aditivna mnoZinovd funkcia.

3Funkcia fxg je integrovatelnd, pretoze |fxg| < |f]
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Dokaz. Nech najprv f > 0. Nech E = |J E;, E; € ., E; st navzijom
i=1

disjunktné. Podla Beppo-Leviho vety je:

ZV(Ez‘) = Z/fx:aidu =

i=1

/ifXEidu/fXEdﬂV(E)

Ak je teraz f Tubovolnd integrovatelnd funkcia, tak
f=rt=f"fxe =f"xe, — [ XxB,, teda

g/fXEidMZi/f*mdu—i/f‘mdu:

= /fxEdu—/fxEdu:
= /fXEdu=



VETA O ROZSIRENI
MIERY

Definicia 29 Miera pu definovand na okruhu % sa nazgva o—konecénd, ak k
lubovolnej mnozine E € % existuje postupnost {E,} | takd, Ze

o0
E,eZ uE,) <co(n=12,---)a EC | E,.

n=1

Definicia 30 Systém .# podmnoZin mnozZiny X sa nazgva monoténny, ak
platia dve nasledugice implikdcie:

o0
1. EBE,e #4,E, CEyy1(n=1,2,---)= |J E, € A
1

n=

2. Bp,e M,E, DFE,11(n=1,2,---)= (| B, €A

n=1

Veta 35 Nech p je o—konecnd miera na okruhu %Z. Potom existuje prdve
jedna miera i na najmensom o—okruhu (%) nad X, ktord je rozsirenim p
(t.j. G(E) = p(E) pre vietky E € Z). Miera 1 je c—koneénd. Ak py, po si
o—konecéné miery na () zhodujice sa na Z, tak 1 = po.

Dokaz. 1.Existencia.
Nech 2y je systém vstkych mnozin E € .7 (%), pre ktoré je x g integrovatelna.
Polozme fi(E) = [ xgdp pre E € 9y, fi(E) = < pre E € S (#) — Zp. Ak je
Ee S (%) C .S ECF,F €% C9,tak podla lemy[l5je E € Z (t.j. xg je
integrovatelnd). Sticasne F € . (%), teda E € Z,. Toto konstatovanie
pouzijeme v dalsom texte.
Nech E € Z, potom bud E € %, teda fi(E) = [ xgdp, alebo E ¢ %, teda
1(E) = oo = u(E). Zrejme 11 > 0 a podla predchddzajiceho () = u(0) = 0.
Dokézeme este o —aditivnost. .
Nech E, € S(#)(n=1,2,---),E, NEy, =0(n#m). Ak > G(E,)

n=1
konverguje (teda aj E, € %), podla Beppo-Leviho vety plati:

o0

u(E,) = Z/XEnd,“ = /ZXEndN =
n=1 n=1 n=1
- /X:le En = M(rzL_J1 En)

Ak je > n(E,) = oo, tak aj u( U En> = 0. Keby totiz u( U En> < 00,
n=1 n=1

n=1

tak by U E,. € %, teda podla lemyby E,€%y(n=1,2,---), z ¢oho

n=1

/anjl 2 ;/XEid/i = ;MEZ-)

a to je spor.

2.Jednoznaénost.*

Nech pi1, p2 si miery na .7 (%), u1(E) = p2(E) = p(E) pre vetky E € Z.
Mame dokdzat, Ze 1 = pp. Dokaz rozdelime na niekolko ¢asti. Dolezitu tlohu
v flom bude mat pojem monoténneho systému.
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Podobne ako vo vete [14| mozno dokézat, Ze nad Iubovolnym neprazdnym
systémom € existuje najmensi monoténny systém .# (%), t.j. taky monoténny
systém, ktory obsahuje % a ktory je éastou kazdého iného monoténneho
systému nad €.

Lema 17 Ak st py, po konecné, tak systém # = {E : u1(E) = u2(E)} je
monotonny.

Nech E, C Epy1, B, € M, F,, D Fry1, F € 4 (n=1,2,---). Potom plati:
N’(U En) = hm,ull(En) = lim M2(En) = K2 (U En)

iV Fu) = tim pa (F) = lim aa(Fn) = oz () )
teda JE, € A4, F, € A

Lema 18 Nech A (Z) je nagmensi monoténny systém nad okruhom Z.

Potom M (%) = .7 (X).

Pretoze (%) je monotéuny systém, 7 (#Z) D X, je S (#) D M (R).
Ukézeme, ze A (X) je okruh. Nech E € #; polozme

H ={Fe HM(#):E—F,EUF ¢ # (%)}
J je monoténny systém. Skutoéne nech F,, € & F, C Fr,i1 (n=1,2,--).

Potom E — F,,EUF, € #(%#)(n=1,2,---). Pretoze .# (%) je monoténny
systtma EF—F, D F—F,11,EUF, C EUF,11,

plattE— ) Fn= () (E—F,) € #(%#),EU ) Fn= | (EUF,) € .4(%)
n=1 n=1 n=1 n=1

o0

teda |J F, € . Podobne sa dokéze, Ze £ je uzavrety vzhladom na prieniky
n=1

neraticich postupnosti. Pretoze /¢ je monoténny systém a # DO Z, je

H D M(X), teda pre kazdé E € Z,F € M (X) je
E—Fec #(R),EUF € H#(#). Vezmime teraz pevné F € .4 (%) a polozme

Y ={Fe#(#):E—F,EUF € #(%)}
Podla predchddzajiiceho je £ D Z. Pretoze £ je monoténny, je & D M (X).
Odtial vyplyva, ze .4 () je okruh. .# (%) je aj o—okruh, pretoZe
E, e H(#)(n=12,---)implikuje J E, = J U E; € #(Z). A pretoze
n=1 n=11i=1
M(R) DR, je M(E)D S ()

Lema 19 Ak py, po st koneéné miery na (%) zhodujice sa na Z, tak
Ee s tj u(E)=ps2(E)

Skutoéne pre systém # z lemy (17| plati A4 D M () = S (X); teda, ak
E € (%), tak E € M t.j. iy(E) = pa(E).

Lema 20 Oznacme pre lubovolny systém mnoZin € a lubovolni mnoZinu E
znakom € N E systém véetkych mnoZin tvaru ANE, kde A € €. Potom
S (R)YNE =S (ZNE)

Najprv uvdzme, ze (Z)NE D ZNE,% (%) N E je c—okruh,
preto.”(Z) N E D (% N E). Aby sme dokézali opaény vztah, zavedme
systém
H ={A:ANEec S (ZNE)}

J je o—okruh, ¢o vyplyva z rovnosti

(oo} (oo}
(A—-B)NE=(ANE)—-(BNE), < U An> NE= (4,NE). Pretoze

n=1 n=1
zrejme X D X, je K D S (R), teda pre lubovolni mnoZinu A € .7 (%) je
ANE € S(#NE). To véak znamend . (Z)NE C S (#NE)

Lema 21 Ak v je rozsirenim p na (%), tak v je o—koneénd.
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Systém
H = {E € S (X): existuju také E,, € Z, ze p(E,) < o0, E C | En} je
n=1

o—okruh, # D Z%. Preto & O L (%).

Lema 22 Ak pq, uo st o—konecéné miery na (%) zhodujice sa na X, tak

M1 = 2.

Nech E € S (%), E C U Gn,Gr € Z,1(Gr) <0 (n=1,2,---),G;NG,; =
n=1

0 (i # 7). Vezmime pevné n a na systéme (%) N G,, = (% N G,,) definujme
funkcie fz; vztahom 11,(A N Gy) = wi(ANG,) (i = 1,2). @; st konetné miery
zhodujice sa na okruhu # N G,,. Preto [1; = 1y, teda

p1(ANG,) = ua(ANG,) pre kazdé n a kazdé A € S (Z). Preto

pi(E) =Y m(ANGn) =Y pa(ANGy) = pa(E)
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NULOVE MNOZINY

Tento paragraf by pripadne nemusel byt obsiahnuty v tom minimélnom
programe, ktory ¢itatelovi predkladdme. Dovod, pre ktory ho predsa len
vsavame, tkvie v tom, ze aj v niektorych elementarnych pristupoch k tedrii
Lebesguovho integralu sa pracuje s mnozinami nulovej miery priamo pri
konstrukcii resp. definicii integrdlu.(Mozno si ¢itatel v§imol ndznak takého
postupu aj v nasej konstrukeii.) Poktisime sa preto vyjasnit tilohu nulovych
mnozin, a to z niekolkych aspektov.

Predovsetkym ak je dany priestor miery (X, .7, u), st dané aj nulové mnoZiny,
t.j. také mnoziny F € ., pre ktoré u(FE) = 0. Hovorime, Ze nejaké vlastnost
plat{ skoro vsade (skoro na celom priestore), ak mnozina tych z, pre ktoré ta
vlastnost neplati je meratelna a (t.j. patri do .#) a jej miera je 0.

Tak napr. postupnost {f,} -, konverguje skoro vSade k funkcii f, ak mnozina
E={x: fo(x) /o f(x)} patri do .¥ a pu(E) = 0. Temer vo vsetkych
tvrdeniach, ktoré sme uviedli mozno konvergenciu vsade (t.j. v kazdom bode)
nahradit konvegenciou ”skoro viade”.

Na tomto mieste sa musime rozhodntit, vzhladom na ktord mieru budeme
bratf nulové mnoziny. V predchidzajicej ¢asti sme dokézali vetu o rozsireni
miery z okruhu Z na o—okruh .#(Z%). Mohli by sme brat nulové mnoziny z
S (#). Pravda, lepsie vysledky dosiahneme, ak budeme brat mnoziny zo
sirsieho systému . = .S (2) D S (#). Nedostatok spocivajici v tom, Ze na .&
este nemdme mieru hned odstrédnime.

Lema 23 Nech 9 = {E : xg je integrovatelnd}. Polozme ji(E) = [ xpdu pre
Ee€ P aji(E)=00pre E € S (P)— 2. Potom [ je miera na .

Dokaz. Staéi zopakovat prvi éast dokazu vety [35] kde systém %y nahradime
systémom 2. V dalsom texte budeme namiesto i kvoli jednoduchosti pisat (0

Lema 24 Ak E € ., u(E) =0 a f je meratelnd funkcia, tak
Jfdu= [ fxedp=0
E

Dokaz. Nech f = Y a;xg,, kde E; st disjunktné E; € .. Potom
i=1

fxe=> aiXeng,- Mnoziny E N E; si nielen z ., ale aj z
i=1
2 (W(E N E;) < u(E) =0). Preto je funkcia fxg integrovateln a

/fXEd,U = /Z @iXpnE;dp =0
i=1

Ak je f nezapornd, existuju nezaporné jednoduché funkcie f,,, pre ktoré

fn  f. Potom
/ fxpdu = lim / Faxsdu =0

Koneéne ak f je Tubovolnd meratelnd funkcia, tak
fxe=f"xe—fxe
teda

/fXEdlt:/erXEdu—/f*XEd,u:O O
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Veta 36 Nech f je integrovatelnd funkcia, g meratelnd funkcia a f = g skoro
vsade. Potom je integrovatelnd aj funkcia g a plati:

/fdu:/gdu

Dokaz. Nech E = {z: f(x) # g(z)}, potom FE € . a u(E) = 0. Zrejme
Ixe = gxp. Teda z vety [34] a lemy [24] vyplyva

/fdu=/fdu+/fdu=/gdwr/gdu:/gdu
E’ E E E’

pretoze ¢ = gxE + gXE je integrovatelna. O
Silnejsi variant Beppo-Leviho vety:

Veta 37 Nech {f.},—, je postupnost integrovatelnych funkcii skoro vsade
neklesagiica a skoro vsade konvergujica k meratelnej funkcii f. Nech
lim [ f,dp < co. Potom je funkcia f integrovatelnd a [ fdu =lim [ f,du

Dékaz. Existuje meratend mnozina E taka, ze u(E) =0 a f,(x) 7~ f(z) pre
vietky x € E’. Funkcie f,xg si meratelné, f,xg = fn skoro viade podla
st foxg integrovatelné. Dalej

foxe / fxesim [ foxedp =lim [ f,dp < co. Podla Beppo-Leviho vety

je fx e integrovatelna a podla lemy [24] plati:

tin [ fud = [ e E//fdwr]!fdu/fdu

Pretoze f = fxg + fxE je integrovatelna. O

Mozno si ¢itatel spolu s nami dal otdzku, ¢ mozno vo vete [36] odstrdnit
predpoklad meratelnosti funkcie g vzhladom na to, ze {z : f(z) # g(z)} je
meratelna podla predpokladu. VySetrime v ¢om by to mohlo zlyhat. Nech E je
Tubovolné borelovskd mnozina, F' = {z : f(z) # g(x)}. Potom

g NE)= (9" (E)NF)U (¢~ (E) - F)

. Mnozina ¢g"Y(E) — F = f~1(E) — F € ., pretoze f € .7 a f je meratelnd to
viak nemozeme tvrdit o mnozine ¢~ (E) N F, o ktorej vieme len to, ze je
¢astou mnoziny F' € .# nulovej miery. Predpoklad meratelnosti funkcie g by
bol teda zbyto¢ny, keby sme vedeli, ze . obsahuje vietky podmnoziny mnozin
nulovej miery.

Definicia 31 Nech (X, ., u) je priestor miery. Mieru nazgvame dplnou ak zo
vetahov E C F, f € ., u(F) = 0 vyplyjva, Ze E € ./

Pravda ”nulové” mnoziny mnozno do . popriddvat a kazdd mieru g mozno
zliplnit. Plat{ nasledujica veta o ziplneni miery.

Veta 38 Nech (X,.7, ) je priestor miery. Nech . je systém vietkijch
mnozin typu EUF, kde E € ,F C N pre nejaki N € 7 taki, zZe u(N) = 0.
Pre mnoZiny tohto typu poloZme ji(E U F) = u(E). Potom fi je iplnd miera
definovand na o—algebre .7, i(E) = p(E) pre vsetky E € ./

Dokaz. Najprv treba dokazat korektnost definicie fi. Nech By U Fy =
E;UFy, By, By € S, F1 C Ni,F5 C Ny, N1, Ny € &, u(N1) =0, u(N2) = 0.
Potom E; C Es U N», teda

p(Er) < p(E2 U No) < p(Ba) + p(N2) = pu(Es)

a podobne u(Es) < p(FEr).

Uzavretost systému .¥ vzhladom na zjednotenia vyplyva zo vzfahov

DEHUF - GEnUDFn
n=1 n=1 n=1
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pricom {J F, C U Nn,u( U Nn) < Y w(N,) =0. Na to, aby sme
n=1 n=1

n=1 n=1
dokézali, 7e .7 je o—algebra staci dokazat, Ze .7 je uzavrety vzhladom na
rozdiely. Nech F € ¥ Ge Y FCNe S HCMe .SuN)=uM)=0,
potom

(EUF)— (G —H)=(E— (GUM))U
U[(F - (GUH))U((ENM) - (GUH))

Mnozina E — (GU M) je z ., Zatial ¢o mnoZiny v hranatej zatvorke je castou
NUM e ., pricom u(NUM) =0

Na to, aby sme dokézli, Ze fi je miera staéi preverit o—aditivnost: Nech

E, U F, si navzdjom disjunktné mnoziny z

S E, e S F, CN,e uN,) =0.Potom si F, navzijom disjunktné
mnoziny z . a plati:

p(UJE.UR)

I
=
/N
(-
S
C
-
3
~—
Il
=
—
-
=
N—
\

Zostéva ndm dokézat tplnost fi. Nech
HCEUFeY EFeY FCNecY uN)=0,uEUF)=0.Potom
wE)y=0aH=0UH,HCEUN €., u(EUN) =0, teda H € .. O

Moznost ziplnenia miery vedie k uréitej dvojznaénosti. Napr. Lebesguovou
mierou sa obvykle nerozumie prislusnd miera na systéme vsetkych
borelovskych mnozin(ktorej existenciu zarucuje Veta7 ale jej zuplnenie.
Podobne to je aj s Lebesgue-Stieltjesovou mierou.

Urcitd funkciu maju nulové mnoziny aj v nasledujucich dvoch tvrdeniach,
ktoré sme mohli dokdzat uz skor, ale nechceli sme zdrziavat rytmus vykladu.
Prvé z tychto tvrdeni hovori, ze nezapornd funkcia, ktorej integral sa rovna 0,
sa sama skoro vSade rovnd 0.

Lema 25 Nech f je integrovatelnd funkcia. Potom f je skoro vsade
konecnd(t.j. p({z: f(z) ¢ R*'}) =0).

Dékaz. Podla vety 2§ je |f| integrovatelnd. Polozme E = {z : f(z) = oo}.
Potom |f| > nxg > 0 pre kazdé n, teda nxg je integrovatelnd a plati.

J1fldp > [ nxedp = nu(E). Keby p(E) > 0, potom by limnu(E) = co.
Preto p(E) = 0. Podobne postupujeme aj pri mnozine {z : f(z) = —oc} |

Lema 26 Nech [ je nezdpornd, integrovatelnd funkcia, [ fdp = 0. Potom
f =0 skoro vsade.

o)
Dékaz. Zrejme {z: f(z) >0} = | {z: f(z) > L}. staci dokazaf, ze vsetky
n=1

mnoziny E, = {z: f(z) > 1} maji nulovii mieru. Keby vsak niektord z
mnozin F, mala kladni mieru, potom by

1
[ fanz [ ez Lute) >0
¢o nie je mozné. O
Velmi prirodzenou je otdzka ako sivis{ miera 7z na . (%) s mierou i na .%(2).

Veta 39 K lubovolnej mnozine G € ./ (2) existujii E € /(%) a F € S (D)
také, zZe i(F) =0,G = EUF, teda i(G) = f(E). Miera fi je dplnd.

Dokaz. Definujme systém

H ={Ge S (P):G=EUF, kde E € (%), i(F) = 0}
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Systém % je o—okruh (pozri vetu . Okrem toho # D % a & O A, kde
A je systém vietkych mnozin F, ku ktroym existuje takd f € PT, Ze

F c{z: f(z) = c0}. Preto & D LS (ZUN) =S(D).

Skor ako by sme dokazali tiplnost miery fi, vS§imnime si najprv toto: Ak je f
integrovatelnd funkcia, tak {z : f(z) = oo} € 4. Skutoéne, ak je f
integrovatelnd, tak existuje taka funkcia g € PT, Ze g > f. Potom v3ak je
{z: f(z) =0} C{z: g(x) = 0}, teda {z : f(x) =0} € A

Nech je teda E C F,F € & = S (ZJN) =.S(2),(F) = 0. Podla definicie
[ je xF integrovatelnd a [ xpdp = 0. Polozme f, = nxp. Potom je {f,} o,
neklesajiica postupnost integrovatelnych funkcii, pri¢om

[ fadp =n [ xpdp = 0. Preto je nlgr;o fn(z) integrovatelnd funkcia. LenZe

lim f,(x) =0prex ¢ F, lim f,(x) = oo pre z € F. Preto
n—o0 n—00

EC {x : nlgnéofn(x) = oo}
teda E € A C .¥. Samozrejme, i(E) = 0. |

Vidno, ze rozsirenim p z . (%) na . (%) nedostaneme nic¢
”podstatne”’nového. To ¢o je nové méa mieru 0. Spomeneme si vSak na dévod,
pre ktory sme za¢ali uvazovat systém .7(2). Islo o to, aby kazda
integrovatelna funkcia bola meratelna. Mohli sme postupovat aj inym
sposobom. Funkcie z P totiz si . (#)—meratelné. Stacilo preto inak
definovat pojem integrovatelnej funkcie. Alternativna definicia znie takto:
Funkcia f je integrovatelna, ak je .7 (%)—meratelna a existuji také g, h € PT,
ze f(x) = g(x) — h(x) pre vsetky z, pre ktroé je rozdiel g(x) — h(z) definovany
(teraz uz mozeme povedat aj to, ze f = g — h skoro vsade).

Pri takejto definicii pracujeme sice s uzsim systémom funkcii, ale uzavretym k
podobnym operaciam ako predtym. Namiesto systému L vSetkych
integrovatelnych funkcii pracujemetotiz so systémom L N M, kde M je systém
vietkych meratelnych (vzhladom na .% (%)) funkcii. Platia napr. tieto dolezité
tvrdenia.

Veta 40 1. Ak f,ge LN M, f + g je definovany na X, tak f+g € LN M.

2. Ak fo € LOM, fr, < fry1(n=1,2,--+) alim [ fdp < oo, tak
limf, e LM

3. Nech f € M. Potom fe LNM < ||flle LN M

DokéZeme napr. druhé tvrdenie. Podla Beppo-Leviho vety je lim f,, € L.
Okrem toho lim f,, € M ako limita postupnosti .(#)—mearatelnych funkcii.
Preto lim f,, e LN M.

Skutocne teda na systéme funkcii L N M dostdvame ”dobri” teériu
integrovania.

Mohli by sme ist este d'alej a pracovat len s koneénymi funkciami, teda so
systémom LN M N K, kde K je systém vsetkych koneé¢nych funkcii. Pravda, tu
uz musime volit opatrnejsie formuldcie. Napr. Beppo-Leviho veta potom znie:
Nech {f,} —, je neklesajica postupnost funkcif z L N M, pricom lim f,, je
koneénd funkcia a lim [ f,dp. Potom lim f,, € LN M (a samozrejme patri aj
do K).

Dvojakost v zavedeni miery vedie aj k uréitej nepodstatnej dvojakosti v
zavedeni integralu. Integral mézeme budovat pomocou miery, ale aj pomocou
jej zaplnenia. Funkcie, ktoré by sme nezahrnuli pri prvom pripade, ako aj pri
inych uvedenych alternativach, mézeme zahrntit dodatoéne. To je poslednd
otézka, ktori chceme nadhodit.

Nech F je systém vsetkych integrovatelnych funkcii (vzhladom na uréiti mieru
). Pre f € F polozme I(f) = [ fdu. Polozme

dalejF = {f : existuje g € F,{x: f(z) # g(x)} C E,u(E) =0},1(f) = I(g).
Definicia je korektnd, lebo ak h je ina taka funkcia, ze

{z: f(z) # g(z)} C G, u(G) = 0, potom

{z: f(x)#g(x)} CEUG,u(EUG) =0, teda I(h) = I(g).

Dokazeme napr. Beppo-Leviho vetu.

Veta 41 Nech f, € F(n =1,2,--+), fu /[ skoro viade, lim I(f,) < oo.
Potom f € F aI(f)=UmlI(f,)



Dokaz. Existuji g, € F, M, € (%) také, ze
{‘T : fn('r) # gn(x)} - Mna:u(Mn) = 0. Dalej nech

N = {z: neplati f,(x) ~ f(x)}. Polozme M = NU |J M,. Potom
n=1
M e L (%) a gnxm A [xur viade. Funkcia

9= fxw € F{z: f(@) # g(a)} C M a
1(7) = I(g) = m I{goxar') = lim 1(f,)
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POZNAMKY K
DEFINICII INTEGRALU

Najprv niekolko slov k terminologického charakteru. Lebesguov integral je v
povodnom zmysle slova integral definovany pomocou Lebesguovej miery na
priamke resp. v n—rozmernom priestore. Podstatnd tu vsak nie je t4 okolnost,
7e ide o dlzku usecky, podstatny je typ tedrie, charakterizovany napr.
Beppo-Leviho vetou. Preto sa Lebesguovym ¢asto nazyva aj abstraktny
integral takéhoto typu. Mali by sme vraviet vlastne o lebesguovskej teérii alebo
tedrii & integrali Lebesguovho typu. Této uréitd dvojznaénost iste nebude
robit &itatelovi fazkosti. Naproti tomu pojem Lebesguova miera sa pouziva
vyhradne v euklidovskom priestore pre urc¢itym spésobom definovani mieru.
V podstate jestvuji dve metédy budovanie teérie Lebesguovho integralu:
pomocou miery (definovanej povedzme na okruhu) alebo pomocou rozsirenia
linedrneho spojitého funkciondlu (definovaného povedzme na systéme vsetkych
jednoducho integrovatelnych funkcif). Uvidime, Ze medzi tymito metédami nie
je taky rozdiel, ako by sa zdalo na prvy pohlad. Pretoze sme neobchddzali
pojem miery, patri nas vyklad do prvej skupiny.

Zopakujme si nas postup. Predpokladali sme, Ze je dany priestor X, okruh %
podmnozin mnoziny X a miera u na Z. To bolo dané. Prirodzenym spésobom
sme definovali jednoducho integrovatelné funkcie a integral z nich. Potom sme
zaviedli systém P limit niektorych neklesajiicich postupnosti jednoducho
integrovatelnych funkcii. Napokon sme zaviedli integrovatelné funkcie ako
"skoro rozdiely” funkcif z P+

Obvykle sa v tedrii integralu budovanom pomocou miery predpoklada, ze u je
miera definovand na nejakom o—okruhu. Nech . = . (%) je najmensi
o—okruh nad okruhom &% a majme mieru na .. Tédto miera indukuje mieru
na Z C .. Teériu integralu moézeme teda budovat dvojako, vyjdic alebo z
miery na Z, alebo z miery na .. Otéazka je ¢i dostaneme to isté, teda ¢i
dostaneme ten isty systém integrovatelnych funkcii a ten isty integral.

Skor ako by sme dokéazali kladni odpoved na ttito otdzku, dohovorme sa o
niektorych oznageniach. Budeme hovorit o % —jednoducho resp.

& —jednoducho integrovatelnych funkcidch, o systémoch PT (%), resp. PT (%)
a systémoch vietkych Z—integrovatelnych resp..” —integrovatelnych funkecii.
Tieto pojmy iste nemusime zvl4sf objasiiovat.

Veta 42 Nech Z je okruh, ¥ = S (#) najmensi c—okruh nad %, = p.»
miera na S o—koneénd na Z, pg nou indukovand miera na X, L(%#) resp.
L(7) systém vietkijch integrovatelnsjch funkcii vzhladom na pg resp. j.o.

Potom L(Z) = L(.7) a pre kaZdi f € L(Z) je:

[ tan = [ san

Dékaz. Zrejme L(*) D L(#). Dokézeme opak. Nech E € .7, u(E) < oco.
Znakom %, oznaéme systém vietkych F' € .7 takych, ze xr € L(Z). Podla
lemy je E € 9y, teda xg € L(Z). Potom st ale z L(Z) aj vsetky
#—jednoducho integrovatelné funkcie, v3etkz funkcie z P+ () a v dosledku
toho aj vSetky funkcie z L(.¥). Teda L(.*) C L(Z)

Pokial ide o rovnost integrélov, je zrejmé, Ze ju staci dokazat pre funkcie typu
xg, E € 7, u(E) < oo. V tom pripade podla vety 35| najprv plati:

/XEdHY = (k)

7
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Podla tej istej vety plati @ = ps. Preto

/XEdﬁZ /XEdMy 0O

Nevyhoda metédy spocivajicej v budovani tedrie vychadzajiicej zo o—okruhu
je v tom, ze obvykle neméme zadant mieru na o—okruhu (napr.

u({a,b)) = b — a), ale na nejakom okruhu £, z ktorého treba mieru este
rozsirit na .7 (#). My sice mame k dispozicii vetu o rozsfrenf miery, ale
existenciu takého rozsirenia sme ziskali pomocou tedrie integralu, ¢o
nemozeme urobit vtedy, ked predpokladdme pred vybudovanim tedrie
integrélu existenciu miery na . (%).

Teéria budovand pomocou miery na (%) mé vsak aj svoje vyhody tieto
vyhody spocivaji najmé v tom, ze niektoré dokazy st potom jednoduchsie.
Ukézali sme, Ze uz systém L N M vsetkych integrovatelnych a

S (#)—meratelnych funkcii mé rozumné vlastnosti. Teraz si viimneme ako
mozno mnoZiny L N M este inak charakterizovat.

Akje f >0, f € LN M, tak podla vety [20] existuje takd neklesajtica
postupnost {f,},—, .7 (#)jednoduchych funkcii, ze f = lim f,,. Pretoze

0< fm<fafje integrovateiné, si f,, integrovatelné, teda

S (R)—jednoducho integrovatelné. Odtial vyplyva, 7e f € PT (S (%)), teda
nezapornd funkcia patri do L N M vtedy a len vtedy ked f € P (S (%))
Dalej f € LN M vtedy a len vtedy ked fT, f~ € LN M, ale to je vtedy a len
vtedy, ked [+, f~ € PT(S(%)). Teda f je z LN M vtedy a len vtedy ked
existuju také funkcie g,h € PT(S (%)), ze f = g — h (ide tu uz o rovnost
"v8ade”, nie ”skoro viade”. Mozeme totiz polozit g = fT,h = f, ¢o nie je
mozné v pripade triedy P (%), ktord f*, resp. f~ nemusi obsahovat.)
Integrdl mozno teda definovat (vyjdic z miery na (%)) takto:

1. f je jednoducho integrovatelnd, ak existuju také disjunktné mnoziny

E;e (%) (i=1,---,n) konecnej miery, ze f = > a;Xg,;
i=1

/ fdu = iaiu(Ei>

2. f € P, ak existuje takd neklesajtica postupnost {f,} -, nezdpornych
integrovatelnych funkcif, ze f = lim f,,,lim [ f,du < co a plati:

/fdu:hm/fndu

3. Funkcia f je integrovatelna vtedy a len vtedy, ked existuji také
g,h € Pt e f = g — h. Potom

[ ru= [ oan- [ na

Pravda, nejde len o definiciu. Pomocou uvedenej definicie integralu (na
systéme L N M) mozno niektoré vety jednoduchsie dokazovat. Napr. vetu
Ak | f| je integrovateln4 a f meratelnd, tak |f| =g — h,g,h € PT a

fT<|fl <g.Nech {fn}.2 ;. {gn},— st neklesajiice postupnosti nezdpornych,
jednoduchych funkcii, g,, sti navyse integrovatelné, pricom f,  f+, 9.  g.
Potom h,, = min (f,,g,) / min(f*,g) = f*, kde h,, st jednoducho
integrovatelné (0 < h,, < g,,), teda fT € PT. Podobne dokéZzeme, 7e f~ € PT.
Preto je funkcia f = fT — f~ integrovateln4.

Definicia integralu, ktorej sme sa pridrziavali je elementarnejsia, vhodna napr.
aj pre prvu informéciu o integrali. Toho, kto chce aplikovat integralny pocet,
nezaujimajt natolko technické tazkosti spojené s dokazmi niektorych viet,
ktorych znenie je inak velmi jednoduché (Beppo-Leviho veta, veta o absoliitne;
konvergencii integralu).

V d’alsom texte budeme maf mieru na o—algebre .7 oby¢ajne vopred danti.
(Napr. pravdepodobnost P). V tom pripade je #(.%) = .% a prave popisana
definicia integralu je velmi vhodné. Preto sa dohodneme, Ze v pripade
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pravdepodobnostného priestoru (£2,.%, P) Budeme integrovat len ndhodné
premenné (kone¢né meratelné funkcie) meratelné vzhladom na .7

Uloha o rozsiren{ miery je pravdaZe sama o sebe zaujimava. Mozno ju riesit aj
bez pouzitia integralov. Uved'me si aspon jednu konstrukciu . Péjde o metédu
rozsirenia miery pomocou vonkajSej miery a pochddza od C. Carathéodoryho.
Nech p je miera na okruhu Z. Prodpokladajme este (nie je to nevyhnutné), ze

X=U E.E,€Z%,uE,) <cc(n=1,2,---). Potom pre lubovolnti mnozinu
n=1
E C X polozme:

w(E) = inf{i,u(fli) : [j A; DEA; € 3?}

i=1
Dalej nech 57 je systém vsetkych F C X, pre ktoré plati:
1(E) = (AN E) + p* (AN E')

pre vietky A C X. Mnoziny patriace do 57 nazyvame u* —meratelnymi. Potom
& je o—okruh, .7 D Z(teda aj ¥ D ./ (Z#)), funkcia fi definovana na &
rovnostou fi(E) = p*(E), ktord je rozsirenim miery p. .% sa lisi od . (R)
nepodstatne. Miera fi na . je ziplnenim zodpovedajicej miery na . (Z%).
Zaverom tejto Casti uvedieme eSte int definiciu integralu tiez pomocou miery
na o—okruhu. Aj tdto definicia sa dost pouziva, azda pre svoju nézornost.
Dany je teda priestor X, oc—algebra . Podmnozin X, ;@ miera na .¥. Integrél z
jednoducho integrovatelnych funkcii sa definuje proirodzenym spésobom. Nech
f je meratelnd, nezdporna funkcia. Vypoéitajme:

F(f) =sup {/gd,u : ¢ jednoducho integrovatelnd , g < f}

Ak je F(f) < o0, nazveme f integrovatelnou a [ fdu = F(f). Koneéne
Iubovolnt meratelni funkciu nazyvame integrovatelnou, ak st integrovatelné
funkcie f*, f~; [ fdu= [ frdp— [ f~dp.

A teraz niekolko pozndmok k teérii integrovania, ktors nepredpoklads tedriu
miery. Nebudeme mat dany priestor miery. Namiesto neho budeme mat
definovany systém funkcii Fy a na nom definovany funkcional Ij.
Predpokladame, ze si splnené tieto podmienky:

1. Ak f,g € Fy,c je redlne ¢&islo, tak
f—l—gGFo,cfEFo,maX(f,g) €F07min(fag) EF().

2. In(f+g) = Io(f) + Io(g), lo(cf) = clo(f)-
3. Ak f, 0, tak Iy /0

Potom existuje systém F' O Fj a funkciondl I definovany na F', ktory je
rozsirenim Iy, taky, ze okrem vlastnosti analogickym k vlastnostiam 1 a 2 plati:
ak f, / falebo f, \\ f,fn € F(n=1,2---),tak f € FalimI(f,)=1I(f) a
{I(fn)} je ohrani¢ena.

Uvedend myslienka vytvorit abstraktni teériu integrovania patri Danielovi.
Preto sa v tychto suvislostiach hovori o Danielovom integradli.

Jedna z metéd ako ziskat pozadované rozsirenie je podobné tej, pomocou
ktorej sme zostrojovali integral. Najprv Uvazujme systém F'T vietkych limit f
neklesajucich postupnosti { fn}?i:l funkcii z Fy takych, ze {Io(fn)} je
ohrani¢end; I (f) = lim Iy(f,). Dalej uvazujme mnozinu F tych funkcii f, ku
ktorym existuji funkcie g, h € F* také, ze f(x) = g(z) — h(z), kedykolvek je
tento rozdiel definovany;I(f) = I"(g) — I (h).

Pravdaze, existuju aj iné sposoby konstrukcie F' a I. Napriklad, okrem
systému F'™ mozeme vytvorit analogicky sposobom systém F'~ (limity
nerasticich postupnosti) a uvazovat systém F vSetkych funkcii f, pre ktoré

inf{I+(g) cgeFT g> f} :sup{I_(h) the Fm h < f}
pricom
I(fy=inf{IT(9):gc F*,g> [}
Ak (X, %, 1) je priestor miery, Fy systém vSetkych jednoducho

integrovatelnych funkeii, Io(f) = | fdu, tak si splnené vsetky predpoklady
Danielovej schémy.
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LEBESGUOVA MIERA A
LEBESGUOV INTEGRAL

V tomto paragrafe zhrnieme doterajsie poznatky o Lebesguovej miere a
integrali a trochu ich doplnime. S Lebesguovou mierou sme sa uz stretli.
Najprv sme definovali mieru intervalov typu (a,b) (a < b) rovnostou

u(la,b) =b—a
potom na okruhu % vsetkych mnozin E tvaru | (as, b;)({as, b;) navzdjom

disjunktné) rovnostou

i=1

Pomocou Lebesguovej miery p definovany integral sa nazyva Lebesguov.
Budeme ho oznacovat znakmi

Boli definované aj integraly typu

/ f(f)dJ«’:/fX(a,b)du

(a,b)
/ f(z)dz

(a;b)

podobne

atd sucasne sme videli, Ze miera u moze byt jedinym spoésobom rozsirend na
o—algebru B = 7 (#) vsetkych borelovskych mnozin. Lebesguovou mierou
mozno potom rozumiet bud’ toto rozsirenie f, bud jeho ziplnenie fi.
Dohodnimme sa, v tomto paragrafe budeme znakom % oznacovat najmens{
okruh nad systémom vsetkych intervalov {a,b), znakom 2 systém vsetkych
borelovskych mnozin a znakom p Lebesguovu mieru na %. (Medzitym sme
inak zistili, Ze nezdlezi na tom ¢i pri tedrii integralu vyjdeme z okruhu # alebo
zo o—algebry # = S (%).)

Pocitajme mieru jednobodovej mnoziny {z}, ¢o je zrejme borelovskd mnozina.
Méme:

u({x})u(ﬁl<x,x+i)> = lim p((z,z+1))=lim (z+L-2)=0

[ f@)de= [ f@)de+ [ f(x)de= [ f(z)de+fO)u({d})= [ f(z)dz
(a,b) (a,b) {b} (a,b) (a,b)
Podobne

/f(x)dx:/f(x)dx:/f(x)dx

(a,b) (a,b) (a,b)

Tiito spoloénii hodnotu budeme oznacovat aj znakom

/f(x)dx

a
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. Hned v 1. ¢asti sme dokézali vzorec, pomocou ktorého sa integraly bezne
pocitaji. Ked je funkcia f spojitd na intervale (a,b) a F' je k nej primitivna, je
funkcia f integrovatelnd a plati:

b
/ﬂ@M:F@—Fm)

Okrem toho méame pre vypocty k dispozicii prostriedky, ktoré sme ziskali.
Z metodického hladiska mozno postupovat aj inak. Pri definicii m6Zeme napr.
celkom vynechat pojem miery. Uvedieme taky postup. Intervalom budeme
pritom rozumiet Tubovolny z intervalov (a,b), (a,b), (a,b), (a,b), pricom a < b,
teda aj jednobodovii mnozinu {a} = (a, a) budeme povazovat za interval.
Interval (a, a) sa nazyva tiez degenerovanyg. Intervaly, ktoré nie si
degenerované, nazyvaju sa nedegenerované.

b

Alternativna definicia integralu [ f(z)dz

a
Funkciu f definovani na intervale {(a,b) nazveme jednoduchou, ak sa (,a,b) dé
rozdelit na koneény poéet disjunktnych intervalov, na ktorych je funkcia f
konstantnd (je jedno akého druhu su intervaly). Nech E; s tie intervaly, u(E;)
ich dizky, ; tie kongtanty (¢=1,2,---,n) a nech si E; navzdjom disjunktné.
Potom definujeme

b n
/ fa)ds =3 asul(E)
a =1

Dalej mozno podobne ako predtym definovat pomocou jednoduchych funkeif
funkcie z P* a integrovatelné funkcie. Uvdzme, Ze touto metédou dostaneme
ten isty integral ¢o predtym. Predovsetkym je zrejmé, ze funkcie integrovatefné
v zmysle def. su integrovatelné aj podla prave uvedenej modifikovane;
n

definicie. Naopak, nech f = > a;xg,, kde F; st navzdjom disjunktné

i=1
intervaly. funkcie x g, su integrovatelné v zmysle deﬁm’c Preto je
integrovatelng aj funkcia f. Dalej stac¢i pouzit vety a
Pri d'alsom rozvijani teérie integralu (a to hned pri preverovani korektnosti
definicie integrlu) mala doleziti tilohu lema [6] (inak 3. vlastnost Danielovej
schémy). Predtym sme ju dokdzali pomocou o—aditivnosti Lebesguovej miery
na Z%. Téato lema sa vSak d4 dokdzat aj priamo. Urobime taky dokaz.
Zaujimavé je to, ze pri nom pouzijeme Borelovu vetu o pokryti; tiito vetu sme
pouzili aj pri dokaze o—aditivnosti Lebesguovej miery.

Veta 43 Nech {f,}.—, je postupnost jednoduchych funkcii, f, 0. Potom
b
lim [ fn(z)dz =0

Dokaz. Nech e > 0 je Tubovolné cislo. Body nespojitosti funkcie f,, uzavrime
do otvorenych intervalov A7, --- , A7 | ktorych sicet dlzok je mensf nez 5. Ak
x nie je bod nespojitosti ziadnej z funkcii f,,, vezmime okolie B(x) bodu z a
prirodzené ¢&islo n = n(x) tak, aby f,(t) < € pre vetky ¢ € B(x). Intervaly A?
a B(z) v sihrne pokryvaju (a,b). Podla Borelovej vety mozno z tohto pokrytia
vybraf kone¢né podpokrytie, t.j. existuji body x1,- -z, a ¢islo k také, ze
kE in P
(@b c |JJAarvl By)
j=1

n=1:=1

Zrejme

k
n 3 S 3

P

Polozme N = maxn(z;). Nech n > N. Mnozinu |J B(z;) mozno vyjadrit ako
i=1

zjednotenie kone¢ného poctu navzajom disjunktnych intervalov By, - - -, By,

ktoré si €astou {(a,b) a na kazdom z nich je funkcia f, konstantnd. Preto plati:

b—a> p(Bi)+-+ p(By).
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Na kazdom z intervalov B(x;) je f, < €. Preto aj na kazdom z intervalov B;
plati pre n > N nerovnost f, < e. Ozna¢me d; = f,(z) pre
x € B;, M = max f1. Potom

ffn(x)dx < Et: dip(B;) + > w(AMM < zt: w(Bi)+eM <e(b—a)+eM

=1 i,n =1

O

Teraz si vSimneme niektoré Specidlne vlastnosti Lebesguovej miery. Videli sme
uz, ze jednobodovd mnozina ma Lebesguovu mieru 0. Plat{ silnejsie tvrdenie:
kazd4 spocitatelnéd mnoZina (t.j. mnozina, ktorej prvky sa daji zoradit do
postupnosti) mé Lebesguovu mieru 0.

Definicia 32 MnoZina A je nekoneénd spocitatelnd, ak existuje prosté
zobrazenie mnoZiny véetkijch prirodzenych cisel na mnoZinu A. MnoZinu
nazveme spocitatelnou (spocetnou), ak je alebo nekoneénd spoéitatelnd, alebo
koneénd. Ani tu nie je jednotnost v terminoldgii. Podla inej terminoldgie sa
nazyva nanajvys spocitatelnou takd mnozina, aki sme nazvali spocitatelnou.

Lema 27 KaZdd spocitatelnd mnoZina A je borelovskd a u(A) =0

Doékaz. A= | {x:}, kde S je mnozina prirodzenych ¢isiel. Pretoze
€S
jednobodové mnoziny su borelovské, je borelovskd aj mnozina A a plati:

wA) = uf{x:}) =0.

i€S U

Na to, aby sme charakterizovali vSetky mnoziny, ktorych Lebesguova miera je
0, budeme potrebovat tito lemu:

Lema 28 Nech {A:},cr je Tubovolny systém nedegenerovanijch intervalov.
Nech A= \J Ay t.j. A= {z: existujet € T,x € A;}. Potom existuje takd

teT

spocitatelnd mnoZina navzdjom disjunktnijch intervalov {Ei}ics
Ak su vsetky intervaly Ay otvorené, tak su otvorené aj vsetky E;.

Dékaz. Nech z,y st dve redlne éisla. Budeme pisat = = y, ak existuji také
by, sty €T, zex € A,y € A, Ay NAy,, #0(i=1,--- |k —1). Reldcia =
je zrejme symetrickd (t.j. z =y = y = x) a tranzitivna (t.].

=y, y=z2= 1z = z2). Pre t € T Polozme

By = {x: existuje y € Ay, z =y}

7 tranzitivnosti vyplyva, ze u = v pre kazdé dva prvky u,v € B;. Dalej ak
B; N B, # 0, tak By = B,. Skutocne, nech napr. € By a nech y € B; N Bs.
Potom x =y a y = z pre nejaké z € By, teda existuje z € By, pre ktoré je
T = z, ¢o znamena, ze x € B,. Dokézali sme teda, ze By C B,. Opacna
inklizia sa dokaze podobne.
Uvazujme teraz mnozinu (systém) . vSetkych mnozin By pre t € T, teda
H ={By:t €T} Prave sme zistili, ze ak E,F € # ,ENF #0, tak E=F
alebo, ¢o je to isté, plati E # F = ENF = (. Vyberme z kazdej mnoZiny
E € % racionédlne ¢islo r(E) (To je mozné, pretoze kazdd z mnozin E € %
obsahuje otvoreny interval a kazdy taky interval obsahuje aspon jedno
raciondlne ¢fslo). Ak E # F, tak ENF =), teda r(E) # r(F). Pretoze
raciondlnych ¢isel je spocitatelne vela, je mnoZina % spoéitatelnd. Mozeme
teda precislovat prvky systému 4, % = {E1, Es, FEs,---} = {Ei},cq-
Pretoze E; = By pre niektoré t € T' a mnozina B; je zjednotenim niektorych
As je BE; C A pre kazdé i € S, teda |J E; C A. Na druhej strane
UE, =UB:>UA4: = A
Teraz dokézeme, ze vSetky mnoziny B, su intervaly. Nech z,y € By,z < z < y.
7 konstrukcie B; vyplyva, ze x =y t.j.

k
reAg,ye A, A, NA,,,, #0(i=1,--- ,k—1). Preto je mnozina J A,

=1

k k

interval, z,y € |J As,, teda aj z € |J As,. Odtial dostdvame, ze z = z, teda
i= i=1

z € B;. Kone¢ne nech vsetky A; s otvorené intervaly. Nech By nie je

otvoreny, napr. B; = (c,d). Podla definicie B; existuje také s € T', Ze
c € Ag, A C By Ale A; je otvoreny interval, A; = (o, 8),a < ¢ < 5. Preto
B; D (o, B8), ¢o je v spore s predpokladom B; = (¢, d) O
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Veta 44 Nech [i je zuplnenie Lebesquovej miery. Potom i(A) = 0 vtedy a len
vtedy, ak k Tubovolnému éislu e > 0 existuje takd postupnost intervalov
{Ei}fili Ze A C UEl a Z/,L(EZ) <eE.

Dokaz. Nech je splnend podmienka uvedend vo vete. Potom

G(A) <5 u(E;) < e pre kazdé e > 0. Preto i(A) =0

Naopak, nech fi(A) = 0 a nech uvedend podmienka neplati. Potom exsituje
také e > 0, ze pre vSetky spocitatelné systémy {F;};-, intervalov, pre ktoré
A CUE;, je > u(E;) > e. Podla vety |39 vieme, Ze existuje takd funkcia

f € Pt pre ktori A C {x: f(z) = oco}. Nech f; st jednoducho integrovatelné
funkcie také, Zze f;  f. Nech n je Tubovolné prirodzené &islo, x € A. Pretoze
f(z) > n, existuje také i, ze f;(x) > n. Pretoze f; je jednoduchd funkcia,
existuje dokonca taky interval E(x), ze

f(t) > fi(t) > n pre vsetky t € E(z)

Teraz pouzijeme lemu 28} pricom za systém {A;}, ., berieme {E(x)}, 4.
Existuje teda taky spocitatelny systém {E;}.°, navzdjom disjunktnych
intervalov, ze | J E; D A. Preto Y u(F;) > €, teda

[ranz [ sau= ¥ [ fduzn 3 k) = ne
E;

UE;:

Pretoze posledné nerovnost plati pre kazdé n, funkcia f nie je integrovatelnd,
¢o je v spore s predpokladom f € PT. O

Vyklad o Lebesguovej miere zakonéime uvedenim niekolkych faktov stvisiacich
s topoldgiou na priamke, t.j. s tzv. otvorenymi a uzavretymi mnozinami.
Pripomeiime, Ze okolim prvku a rozumieme Tubovolny interval (a — €, a + €).

Definicia 33 Mnozina A C R, sa nazijva otvorend, ak k lubovolnému a € A
existuje také okolie tohto prvku, ktoré je castou mnoZiny A. MnoZina A sa
nazyva uzavretd, ak je komplementom otvorenej mnoziny.

Veta 45 Visetky otvorené a uzavreté mnoziny su borelovské. Zjednotenie
postupnosti otvorenych mnozin a prienik koneéného poctu otvorengych mnozin
je otvorend mmnozina. Prienik postupnosti uzavretyjch mnozin je uzavretd
mnoZina a zjednodtenie konecného poctu uzavretjych mnozin je uzavretd
mnozing.

Dékaz. Nech A je otvorend mnoZina. K Tubovolnému prvku z € A existuje

také jeho okolie E(x), 7ze E(x) C A. Podla lemy [28| existujii také otvorené

intervaly E;, ze A =J E;. Pretoze E; € B, aj A € B. Ak je C uzavretd

mnozina, tak Ry — C je otvorend, teda Ry — C € A. Pretoze A je algebra, je
o0

tiez C = Ry — (R; — C) € AB. Nech U, st otvorené mnoziny z € |J U,.
n=1
Potom existuje také n, ze x € U,. Pretoze U, je otvorend existuje také okolie
o0 (o]
U bodux, 2 U CU, C |J U,. Teda |J U, je otvorend. d’alej nech
n=1

n=1 =

k
y € [\ U,. Pretoze U, st otvorené mnoziny, existuji také okolia Fy,--- , Ey
n=1

E
bodu y, ze E; CU; (i =1,--- , k). Pretoze () E; je okolie bodu y a
n=1

E k k

N Ei € N Ui, je aj mnozina () U; otvorend
i=1 i=1 i=1
Uzavretost systému uzavretych mnoZin vzhladom na vyznacené operécie
vyplyva z tzv. De Morganovych pravidiel.

o

(oo}
(Ri—Up) =R — |J Un
n=1

n=1

C =

k
(Ri—Up) =Ry — (| Un
n=1

n=1

Hlavny vysledok tejto casti je obsiahnuty v nasledujiicej vete (o tzv.
reguldrnosti Lebesguovej miery), ktord hovori, ze kazd4d borelovsku mnozina sa
d4 zvnttra aproximovat uzavretymi mnozinami a zvonku otvorenymi.
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Veta 46 Nech E € . Potom

w(E) =inf {u(U) : E C U,U otvorend } =
=sup {u(C) : C C E,C uzavretd, ohranicend }

(Mnozina C je ohranicend, ak ak je obsihnutd v nejakom ohranic¢enom
intervale. Uzavreté,ohranicené mnoZiny sa nazyvaji tiez kompaktnymi.)

Dékaz. Nech (a,b) je lubovolny otvoreny ohrani¢eny interval. Definujme na
% funkciu v rovnostou
V(E) = W(E N (a,b))

Lahko sa zist{, Ze v je miera.
Oznatéme znakom .# systém vSetkych mnozin F, pre ktoré plati

v(E)=inf{v(U): E C U,U otvorend } =

sup{v(C) : C C E, C uzavretd, ohranic¢ena }

Lahko nahliadneme, ze .# D %. Ak dokdzeme, Ze .# je monoténny systém
(definfcia [30), dostaneme, ze A4 O M (R) = S (#) = B (lema.
Nech teda E, F, 6 M,E, CEpy1,F, D F1(n=12,---). Polozme

E = U E, F= ﬂ F,. Pretoze v je kone¢nd miera, plati:

n=1 n=1
v(E) =limv(E,),v(F) =limv(F,)

Pretoze E,, F,, € 4, existuju také kompaktné mnoziny C,,, D,, a také
otvorené mnoziny U,, V,,, ze plati:

Cp C By C Uy, v(Uy) — v(Ep) < Qin U(E,) — v(C) < Qin
Dy, C Fy C Vi, u(Vy) — v(Fy) < Qin,u(Fn) —v(Dy) < Qin

o0
Polozme U = |J U,. U je otvorend mnozina, U D E a

n=1

v(U)—v(E)=v(U - E) §1/(

C8
\_/
N

Il
—

SONTETEES

Dalej pre dostatoéne velké n je:

teda

V(E) = v(Cn) = V(E) = v(En) + v(Ep) = v(Cn) < 5 £y 27 <e

o0
Vidime teda, ze E € .#. Podobne sa dokdze, ze F' € .# . Polozme D = (| D,.
n=1
D je uzavretd a ohrani¢end mnozina. Okrem toho

V(F)—V(D)zl/(F—D)zV(F— N Dn> :u<U (F—Dn)> <

n=1

Podobne

pre dost velké n
Ak je E C (a,b),E € B, tak v(E) = pu(FE). Pretoze E € A, plati
w(E)=v(E)=inf{v(U): E C U,U otvorena }. Ale pre kazdi otvorenu
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nadmnozinu U mnoziny E plati v(U) > v(U N (a,b)) = w(U N (a,b)) > u(E),
kde U N (a,b) je otvorend nadmnozina mnoziny E. Preto

w(E) =inf{v(U): E C U,U otvorend} >

>inf{u(V): E CV,V otvorend} > u(E)

teda
p(E)=inf {u(V): E CV,V otvorend}
Rovnost
w(E) =sup{v(C): C C E,C kompaktnd} =
=sup {u(C) : C C E,C kompaktna}
je zrejma.

Zatial sme tvrdenie vety dokdzali pre ohrani¢ené borelovské mnoziny. Ak je F
lubovolnd borelovska mnozina, tak

(o)
E = U E,
n=1
kde E, = EN(—n,n), teda

W(E) = lim u(E,)

n—oo

Ak p(FE) = oo, tak k lubovolnému K > 0 existuje prirodzené n, pre ktoré
n(En) > K

Vzhladom na to, ze u(E,) = sup {u(C) : C C E,, C kompaktna}, existuje takd
kompaktnd mnozina C' C E,, C E, ze

w(C) > K
Na druhej strane pre U D E,U otvorenu, plati u(U) = pu(E) = oo teda

w(E)=inf {u(U) : U D E,U otvorend} =
=sup {u(C) : C C E,C kompaktna}

Ak je u(E) < oo, tak k Tubovolnému € > 0 existuji také otovrené mnoziny U,
a kompaktné C,,, ze

Cn C En C Una,u(Un> - ,U(En) < 2%7M(En) - M(C - n) < 2%

Vtedy plati:

(80 () (02) S

W(E = Cn) = (B = En) + u(Ep — Cp) < e

pre dost velké n O



UPLNOST PRIESTORU
VSETKYCH
INTEGROVATELNYCH
FUNKCII

V pozadi vlastnosti Lebesguovho integrélu, ktoré sme studovali je tzv. tiplnost
priestoru vietkych integrovatelnych funkcii. Tento priestor sa obvykle oznacuje
L.

Definicia 34 Nech X je neprdzdna mnozina prvkov. Nech ku kaZdym dvom
prokom xz,y € X je priradené redlne ¢islo o(x,y) vyhovujice tymto
podmienkam:

1. o(z,y) > 0, pre vsetky x,y € X; o(x,x) =0 pre vietky x € X.
2. o(x,y) = o(y, ) pre viethy v,y € X
3. o(x,y) < o(x,2) + o(z,y) pre vietky x,y,2 € X

Potom sa dvojica (X, 0) nazjva pseudometricky priestor, funkcia o sa nazgjva
pseudometrika.

Veta 47 Nech (X,.7, u) je lubovolny priestor miery, Ly je systém vsetkijch
integrovatelngjch funkcii (vzhladom na p). Pre f,g € L1 poloZme

olf.9)= [17 - oldu
Potom (L1, 0) je pseudometricky priestor.

Doékaz. Zrejme

J1f=gldu>0,[f = fldu= [0dp=0, [ |f—gldu= [|]g— fdu. Nech
fig,h € Ly. Potom |f —g|=|f —h+h—g| <|f—h|+ |h—g| apreto tiez

/Ilf—gdué/||f—hdu+/|\h—gdu O

Definicia 35 Postupnost {x,} -, prvkov pseudometrického priestoru (X, o)
sa nazjva cauchyovskd, ak k lubovolnému e > 0 ezistuje také N, Ze pre vietky
m,n > N je o(xm,x,) < £. Postupnost {z,},- | je konvergentnd ak existuje
také x € X, Ze lim o(x,,, ) = 0. Pseudometricky priestor sa nazyjva uplnyg, ak
kazdd cauchyovskd postupnost je konvergentnd.

Na ilustrdciu uvedme niekolko prikladov. Na mnozine R; zavedme obvyklid
vzdialenost o(x,y) = |x — y|. Je zndme, Ze (Ry, o) je tiplny pseudometricky
priestor. Iny priklad dplného priestoru: ({a,b), 0), kde o je pseudometrika
zavedend podobne ako v prvom priklade, lenze na mnozine (a,b). Aj v d'alsich
dvoch prikladoch mé ¢ podobny vyznam. Priestor (Q, g), kde Q je mnozina
vSetkych raciondlnych ¢isel nie je iplny. Podobne nie je tiplny priestor

((a,b), 0). Vyssie definovany priestor (L1, ¢) je uplny, ¢o hned dokazeme.
Keby sme namiesto L; uvazovali uzsi systém funkcii-napr. vsetky
Riemannovsky integrovatelné alebo vietky spojité a pod., nedostali by sme
uplny priestor. Na tiito skuto¢nost ¢itatela zvlast upozoriujeme.

87
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Veta 48 Priestor (L1, o) (kde o(f,9) = [ |f — gl du) je dplng pseudometricky
priestor.

Dékaz. * Nech {f,},—, je Tubovolna cauchyovska postupnost. K ¢fslu §
existuje také ni, ze pre vietky m,n > ny je o(fn, fm) < 3. K &islu 1 existuje
také no > nq, ze pre vietky m,n > ns je o(fim, fn) < %. Pretoze ny,ns > nq,
podla predchddzajiceho plati:

1
Q(fnufnz) < 5

Podobne zostrojime ng > na, od ktorého poénic o(fm, fn) < 2%, Pretoze
ng, N3 > na, plati:
1
Q(fnzame) < 272
Teraz uz iste vidno, akym spésobom mozno zostrojit rasticu postupnost
{ni};=, tak, aby

Q(fni?fni+1) < %(’L = 172’)

Polozme kvoli krat§iemu zdpisu g; = fn, (i = 1,2,--), teda
9i € L1, 0(gis gi+1) < 2717 (i=1,2,--")
(Na tomto mieste prezradime myslienku dokazu. Limitou postupnosti {g; };-,
a potom aj {f;};=, bude funkcia f = liminf g, = sup inf g;)
n—oo n>1 i>n
Polozme h,, = ZlgfI gi(n=1,2,---) a pre pevné n polozme
k; = min (gn, Gnt1, -+, gn+j) (7 =0,1,2,---). Potom ko = g, k; € L1 a
kj / hy (j — 00). Aby sme mohli pouzit Beppo-Leviho vetu, musime dokdzat,
7€ {f k'jd,u};il je ohranic¢end. Za tym 1celom najprv uvazme, ze plati
nerovnost k; — kj_1 < |gnt+j — gn+j+1| Této nerovnost je zrejmd, ak
kj(x) = kjia(@). Ak kj(z) > kjpi(x) = min (kj, gniji1), Je
Intj+1(x) = kjp1(z) ale kj(x) < gnij(z).
Preto [ (kj — kji1) d < 0(gntjs Gnrjr1) < gurss teda

j—1 Jj—1
1 1
/@n*’fj)d#:Z/(’“z’*’fi+1)dﬂ<ZW < oot
i=0 i=0

1,
/@w>/%w—ﬁ:w=mﬂw»

Pretoze { [ kjdu} — je ohranicend, kj € Ly a kj \ hn, je by € Ly,
. 1

hn € L1, hyy < gt (TL = 1527"');hn /liminf g, = f

Mame teda

Musime dokézat, ze { [ hndu}zo:l je ohrani¢end. Ale

/M@S/%w

a postupnost { [ gndu} . Je zhora ohranicend. Skutotne
/mm“i/@rﬂm—gmdu=/ﬁﬂu+/um—mNuS

S/m@+/@—mwm

1
=/ﬁﬂu+dmﬂﬂ</ﬁﬂu+*

2
/%w:/mw+/@yngwg

1 1
< /92dﬂ+9(92,93) < /gldﬂ+§+27
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Uplnou indukciou sa dokéze

1 1 1
nd d =
/g M</91M+2+22+ +2n71

Pre kazdé n =1,2,3, -+ teda plati

=1
/gndﬂ</gldH+Z§:/gldﬂ+l.
=1

Preto f € Ly alim [ h,dp = [ fdp. Odtial dostdvame (g, > hy,, hy, < f), Ze

o(f,9n) < 0(gn, hn) + o(hn, f) =

/gndu /h du—l—/fdu /hndu

S/fd.u_/hnd,u"‘l‘2n71
odkial vyplyva

0< lim o(f,gn) < lim (/fdﬂ—/ n 2n11>
:/fdu—nlingo/hndu:/fdu—/fdu:()

lim o(f, gn) =0

Nech € > 0 je Tubovolné &islo. Vyberme také N, aby pre vietky m,n > N bolo
0(fn, fm) < 5. Podla predchadzajiceho existuje ig také, ze pre vietky i > ig
plati o(f, i) = o(f, fn,) < 5. Vezmime také i > i, aby n; > N. Potom pre

n >N je o(fn, f) < o(fns fn + 0(fni, [)) <&
Teda skutocne h_>rr;o o(fn, f)=0 0

CVICENIA

us

2
1. Pomocou definicie integralu vypocitajte [ sin? zdx
0

2. Dokéazte, 7Ze je integrovatelnd (napr. na intervale (0, 1)) tzv. Dirichletova
funkcia : f(x) = 0 pre x iracionélne, f(z) = 1 pre x racionélne. Dokdzte,
1

ze [ f(z)dz =
0

Navod 6 Nech {rn}fle je postupnost vsetkijch raciondlnych éisiel z
intervalu (0,1). Definugme fro(r;) =1 =1,---,n), inak fn(z) =0

3. Pomocou Newton-Lebnizovej formuly vypocitajte

1 1 5
fxdx,f:c2du,fzsin2 xdx
0 0 0

4. Matematickou indukciou dokézte vztahy

Conn+l) &, nm+1)2n+1
oot e _neanEnrD

i=1 i=1

n
5. Dokézte tzv. Lebesguovu vetu o pokryti: Ak (a,b) C |J U;, kde U; st
i=1
otvorené intervaly, tak existuje § > 0 také, ze |z — y| < § implikuje
z,y € U, pre nejaké n.

Navod 7 Nech {z1, - ,zr} je mnoZina hrani¢ngch bodov intervalov U;;
d = min |z; — x|
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10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

Pomocou predchadzajiceho cvicenia a Borelovej vety o pokryti dokazte,
ze kazda funkcia spojitd na (a,b) je rovnomerne spojitd t.j. k
Tubovolnému & > 0 existuje § > 0, Ze pre vetky =,y € (a,b) plati
implikacia |z —y| < d = | f(z) — f(y)| <e.

Dokézte, 7e k Tubovolnému e > 0 a Tubovolnej integrovatelnej funkcii f
existuji g,h € P* tak, ze f=g—ha [gdu <e.

Dokézte dudlne tvrdenie (pre nerastiice postupnosti) k Beppo-Leviho
vete (27)).

Dokézte toto tvrdenie (Fatouova lema): Ak f, si integrovatelné funkcie,
fan=g(n=1,2,---), kde g je integrovatelnd a { [ fnd,u};.o:1 je
ohrani¢end , tak liminf f, je integrovatelnd a

Jliminf f,,dp < liminf [ f,du.

Navod 8 liminf f, = limg,, kde ¢, = jl>1f fi; [gndp < jI>1f J fidp

Dokézte dudlne tvrdenie k tvrdeniu z cviéenia 9.

Dokézte tiito vetu (tiez sa zvykne nazyvat Fatouova lema): Ak f, st
nezdporné integrovatelné, f = lim f,, a |f fn‘ <c(n=12,---), tak f je
integrovatelnd a [ fdu < c.

Sformulujte a dokazte silnejsie varianty Lebesguovej vety a
Fatouovej lemy (cvié. 9 resp. 11) pomocou konvergencie skoro vsade
(podobne ako veta [37).

Pomocou vety [34] a [12| dokdzte: Ak je f integrovatelnd na (—oo, 00)
(podla Lebesguovej miery), tak [ f(z)dz = lim [ f(z)daz.
n—oo %

— 00

0o b
Sformulujte podobné tvrdenia pre [ f(z)dz a [ f(z)dz.
a a

Nech p je miera definovand na o—okruhu S. Dokézte, ze systém vsetkych
mnozin kone¢nej miery tvori j—okruh.

Pomocou cviceni 16 a 17 z kap. 2 a viet dokdzte, ze mnozina
E C (—00,00) m4 Lebesguovu mieru 0 vtedy a len vtedy, ked k
Tubovolnému e > 0 existuje postupnost {(an,by)}, -, otvorenych

o0 o)
intervalov taka, ze E C |J (an,bn) a > (b —ap) < €.

n=1 n=1
Pokiiste sa prisposobit dokaz vety [42| pre rovinu; namiesto intervalu (a, b)
treba (a, by x (c,d).(pozri tiez kap. 2 cvicenie 22).
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DISTRIBUCNA
FUNKCIA NAHODNEJ
PREMENNEJ

Hned na zag¢iatku kapitoly urobime dohovor, ktory bude platit v celej kapitole.
Nech £ je systém vsetkych borelovskych mnozin na priamke, u je miera na %.
Funkciu f definovani na (—o0, 00) budeme nazyvat integrovatelnou (vzhladom
na p) iba vtedy, ked je sticasne Z—meratelnd (t.j. ked

Eec %= f~YE) € %). Videli sme, Ze aj pri tomto ohrani¢eni m4 systém
integrovatefnych funkcif rozumné vlastnosti. Pritom f je integrovatelna (v
tomto zmysle) vtedy a len vtedy, ked je rozdielom dvoch funkcif z P+ (%).
Dalej g € P+(%), ak existuje neklesajiica postupnost {gn}.-, nezapornych,
P —jednoduchych funkcii taka, ze { Ik gndu}zo:l je ohrani¢end a

g(z) = lim g, (x) pre vsetky z.

V prvom paragrafe sa nedozvieme nié¢ o integréli. Z hladiska teérie integralu
pojde vlastne len o priklad, ktory vsak ma doélezitu ulohu v tedrii
pravdepodobnosti.

Povedali sme uz skor, Ze ndhodna premennd je vlastne koneéns merateln
funkcia. Predsa vsak zavedieme pre ndhodné premenné jedno z oznaceni, ktoré
je v tedrii pravdepodobnosti obvyklejsie. Ndhodné premenné budeme
oznacovat malymi gréckymi pismenami, napr. £,7, ¢ a pod. Mozno sa nebolo
treba o tom zvl4st zmiefiovat, ale text takto pisany posobi na Eitatela celkom
inym dojmom.

Ked sme uZ pri ozna¢ovani, v teérii pravdepodobnosti je zvykom pouzivat
trochu uspornejsie oznacéenia. Tak napr. namiesto {w : £(w) < x} piSeme tiez

¢ <z, teda

P(g <) =P({w:&w) < a}) = P(£71((~00,2))).

Vratme sa k distribuénej funkcii ndhodnej premennej a zhriime éo mame dané.
Dany je zakladny priestor €2, c—algebra . podmnozin mnoziny €2 a
pravdepodobnost P na systéme .#, t.j. miera definovana na . takd, Ze

P(92) = 1 Ndhodné premennd je konec¢nd redlna funkcia £ taka, ze

£ 1((—o0,)) € 7 pre vietky z € (—o0, 00).

Definicia 36 Distribucnou funkciou ndhodnej premennej € rozumieme funkciu
F definovani na (—oo, 00) vztahom

F(z) = P({w: {w) <z}) = P(§7((—o0,2))) = P(¢ <)
Citatelovi mozno nebudii celkom bezné nasledujiice oznacenia. Preto ich
uvddzame F(oc0) = lim F(x), F(—o0) = lim F(z),F(a+) =

r—00 T—>—00
lim+ F(z),F(a—) = lim F(z). Pripomefime, Ze funkcia F' je spojitd zlava, ak
Tr—ra r—a~—
F(a—) = F(a). V dokaze nasledujticej vety pouzijeme charakterizéciu

spojitosti zlava pomocou postupnosti (pzri cvié. 1).

Veta 49 Nech F je distribuénd funkcia ndhodnej premennej £&. Potom F' je
neklesajica, spojitd zlava v kazdom bode a F(oc) =1, F(—00) =0

6kaz. Nech r < y. Potom £1((—o00,2)) C £1((—00,¥)), teda podla vety
[L0] je:
(2) = P(¢7((=00,2))) < P(§7((—00,y))) = F(y)
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Nech z € (—o0, ). K tomu, aby sme dokazali, Ze F' je spojitd v bode x zlava
staci dokédzat toto: Ak x,, 7z (t.j.x, < z,41 pre vietky n a limz, = ), tak
lim F(X,) = F(x). Podla predchidzajiceho je F(z) > F(x,). Dalej z vety
vyplyva

F(z)— F(z,) =P <z)— P <z, =
= P((£ < 2) = (€ < 20) = Plan <€ < 2)

Polozme E,, = {w : z, < {(w) < x}. Pretoze z, S z,je (| E,=0a
n=1
E,DFE,t1(n=1,2---), teda

0= lim P(E,)= lim Pz, <{<a)=

n—oo
= nll)rréo (F(z) — F(z,)) = F(x) — nh_)rr;o F(z,)
Zostavajice dve tvrdenia dokdzeme podobne. Polozme
An = €1((=00, —n)), By = £ 1((—o00,n)) Potom
A, DAp41,B, C Bpy1(n=1,2,---). Okrem toho

nﬁl A= nﬁf_l((_oo’ )= ( Fj (—o0, —n>>
£1(0) =0
) Bo= U e (oo = cl([‘] <—oo,n>> e (~o0,00) = 0
i -
Floc) = lmn Fln) = lm P((~00,m) =
= lim P(B,) = P(D Bn> — P(Q)0 =1,
F(-o0) = Tim F(-n) = Tim P(e-)(~oc, ) =
= lim P(A,) = P(ﬁ An> = P(0)=0
Tym je dokaz vety skoneny. - O

Pripojme niekolko pozndmok. Predovietkym je zaujimavé, ze plati obratend
veta k vete Pretoze k tomu budeme potrebovat vedief nie¢o o
Lebesguovej-Stieltjesovej miere, prislusny vysledok sformulujeme az v
nasledujticom paragrafe. Inou zaujimavostou je spdsob, akym sme dokézali
vetu Hlavnym prostriedkom v tom dokaze bola o—aditivnost
pravdepodobnosti P. Vidno teda, ze uz pri dokaze takejto jednoduchej a
vieobecne zndmej vety je potrebné pouzif axiomaticky systém, v ktorom
vlastnost aditivnosti plati pre nekoneéne vela udalosti.

Vsimnime si zv14st este jednu vlastnost, ktord sme pouzili mimochodom a
ktord ma velky vyznam:

Ak a < b, tak P(a <& <b) = F(b) — F(a).

Skutoéne podla vety [10]je
Pla<€<b)=P({w:E(w) < b} —{w: &w) < a}) =

P(£7Y((=00,b))) = P(671((—00,a))) = F(b) — F(a)(Nérocky sme na tomto
mieste a mozno aj inde, pouzili viaceré sposoby zdpisu.)

V teérii pravdepodobnosti sa snazime vyjadrovat pojmy pomocou distribuénej
funkcie mozno vymedzif medzi ndhodnymi premennymi dve velké triedy:
diskrétne a spojité ndhodné premenné. Intuitivne: diskrétna nahodné
premennd nadobuda povedzme len kone¢ny pocet hodnét (napr. pocet bodiek
na kocke, pocet zdravych zubov u dospelého ¢loveka), zatial o spojité
nadobtda hodnoty ”spojite” (napr. vyska dospelého ¢loveka), teda mnozina
hodnét je interval. Diskrétna ndhodna premenna nadobta izolované hodnoty,
zatial o spojité izolované hodnoty nemd. Mohli by sme teda povedat, ze
diskrétna nshodnd premennd nadobida koneéne vela hodndt zatial o spojitd
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nahodnd premennd ma za mnozinu hodnét interval. To je sice moznd, ale v
spojitom pripade nevyhovujuca definicia. VSimnime si skor distribu¢nu
funkciu.

Rozoberme najprv diskrétny pripad. Lahko si na priklade ujasnime, ze
distribu¢nd funkcia je v tomto pripade ”schodkovitd”. Urobime to tak, aby
mohla mat aj nekoneéne vela schodikov.Pravda, spo¢itatelne vela (32).

Definicia 37 Ndhodnd premennd & sa nazyva diskrétna, ak nadobida
spocitatelne vela hodnét.

Rozmyslime si este, ako bude vyzerat distribuéna funkcia ndhodnej premenne;j.
Nech {z1, 23, -} si hodnoty . Polozme

pi = P(§ = 25) = P({w: €(w) = 2:}) = P(€ " ({})). Nech

z € (—00,00), A ={w:&w) < x}. Zrejme &(w) vtedy a len vtedy, ak

&(w) = x; pre nejaké x; < z. Teda A= |J {w:¢&(w)=a;} = U A, pricom

r;<x i<z

mnoziny A; = €1 ({x;}) st navzdjom disjunktné. Preto

F((E ZP{W f sz

xr;<x xr;<T

Préave odvodeny fakt sndd’ netreba interpretovat. Mali by sme si skor vimnit
konvergenciu radu vystupujiceho na pravej strane. Je zname, ze ak konverguje
o0

oo
rad > |a,|, tak konverguje nielen rad > a, = a1 +as +as+---, ale aj

n=1 n=1
kazdy rad, ktory vznikne z neho permutéaciou, teda napr. rad
ai +as+as + a4 +as + a7 +ag+ag + -+ aleborad as + a1 + a4 +as + - --
o0 o0
Podrobnejsie: rad >~ b, je permutdciou radu Y a,, ak existuje také prosté

n=1 n=1
zobrazenie p : N — N mnoziny vSetkych prirodzenych ¢isiel na seba, ze

by, = apny- V prvom priklade je napr. p(4k: +1) =4k + 1,p(4k + 2) =
4k+3p(4k—|—3|—4k—|—2(/<;—012 <), p(dk) =4k (k=1,2,--). Prl’bluéné

veta hovori: Ak rad Z |a,,| konverguje, tak konverguje Iubovolny rad Z by,

n=1 n=1

o0 (o] o0
ktory vznikne permutdciou radu Y a,; okrem toho Y b, = > a,. Vidime,

n=1 n=1 n=1

(oo}
7e v pripade miery p a konvergencie Y. p(F,) moZe tento rad Tubovolne

n=1
permutovat, pretoZe je to rad nezdpornych &fsiel, teda absoliitne konvergentny.
Vrafme sa teraz k spojitym nahodnym premennym. Casto sa spojitd ndhodnd
premennd definuje ako ndhodnd premennd, ktorej distribu¢na funkcia je
spojitd. Ani takato definicia v8ak nie je vyhovujica. Pod spojitou ndhodnou
premennou si predstavujeme obvykle nahodnti premennt, ktora mé hustotu.

Redlna funkcia f je hustota ndhodnej premennej &, ak F(z f f(®)dt. To

ma svoj geometricky vyznam.

Definicia 38 Nech £ je ndhodnd premennd, F jej distribucnd funkcia.
Ndhodnd premennd & sa nazjva spojitd ak existuje nezdpornd integrovatelnd
funkcia f definovand na (—oo,00) takd, Ze pre vietky x € (—o0,00) sa:

- / Ft)dt

Otézne jev akom zmysle treba chapat integrél vpravo pre nas je prirodzené
spojitych ndhodnych premennych resp. ich hustot. Je v8ak mozné ohraniéit sa
len na riemannovsky integrovatelné funkcie f. Obvykle sa Ziada este viac:
predpoklada sa, Ze f je po castiach spojitd a integrovatelna funkcia. Uz touto
triedou obsiahneme vsetky v praxi sa vyskytujice ndhodné premennné.
Ohrani¢enim sa len na spojité integrovatelné funkcie uz nedosiahneme ten
efekt; nedostaneme napr. tzv. rovnomerné rozdelenie pravdepodobnosti.
Termin rozdelenie pravdepodobnosti je iny nézov pre hustotu. (Terminologické
varianty si tu, pravda, este ovela bohatgie.) Hovorievame teda napr. o
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binomickom rozdeleni pravdepodobnosti, Poissonovom, norméalnom,
rovnomernom rozdeleni pravdepodobnosti a pod.

Ak je f spojitd a integrovatelnd funkcia, tak F'(z) = f(z) pre vietky z.
Nézornu interpretdciu tohto faktu, zalozeni na definicii derivacie, nebudeme
uvadzat. Naproti tomu spomenieme, Ze v pripade spojitej ndhodnej premenne;j
& mame:

Pla<¢<b)=F(b) - Fla) = / F(t)dt

¢o sa rovnd plosnému obsahu obrazca ohranic¢eného grafom funkcie f a
priamkami x = a,x = b,y =0
Vsimnime si, Ze pri spojitej ndhodnej premennej £ plati pre kazdé ¢islo z
rovnost

P=x)=0

Dokaz tohto faktu nie je aZ taky jednoduchy, ako by sa zdalo na prvy pohlad.
Aby sme dokézali uvedent rovnost, definujme na systéme % vsetkych
borelovskych mnozin dve funkcie v, = rovnostami

wmng*w»mmzfﬁm

pricom f je hustota ndhodnej premennej &, u Lebesguova miera. Funkcie v, s
st miery. O funkcii v to mozno lahko priamo dokazat cvié. 13 kap. 2; pokial
ide o funkciu s, vyplyva to z vety 34 navyse

v({a,b)) = (E‘l(<a b))) =Pla<{<b) =

=F(b /fdu—

(a,b)
= #((a,0))

Nech %’ je najmensi okruh nad systémom {(a,d) : a < b} a E € #Z. Potom
E= U (a;, bi), {a;, b;) su navzdjom disjunktné, teda

=1

n n
= E v({a;,b;) E »({a;, b;)) = »#(E)
i=1 i=1

Vidime, ze v, > su dve konen¢né miery, ktoré sa zhoduju na okruhu Z. Preto
sa podla vety [35[ zhoduji aj na najmensom o—okruhu . (%) = % nad %,
teda v = 3. Mame preto

P =x) =P ({z}) = v({z}) =

=4mn=/¢w=fmmwn=o
{z}

pretoze pre Lebesguovu mieru g plati p({z}) = 0.

Distribu¢na funkcia spojitej nahodnej premennej je naozaj spojita. V pripade,
7e f je lebesguovsky integrovatelnd (a to je u nas najvéeobecnejéf pripad) to
dokazeme takto: Polozme E,, = ( 00, T + ) (n=1,2,--). Potom

o0

E,DE,t1(n=1,2,---)a () E, = (—o0,z). Preto podla Vetyna Vetyl
n=1

plati:

F(z) = P(§7((—00,2))) = P(¢7'({z})) =

AR a)-
=lmP(1(EBy)) = limF(x + ;) = F(z+)

teda F je spojitd v bode z (rovnost F(z) = F(z—) plati vidy).



Mozno trochu predbehneme udalosti, ak si vypocitame vo vSeobecnosti
P({w : {(w) = z}). Polozme E,, = (z,z + 1). Potom

E,DE,;1(n=1,2,---), (| E,={z}. Preto

n=1

P(¢ =) :P<ﬂ 51<En>> = lim P(¢}(E)) =

n—oo

n—oo

= lim P<$S§<x+;) -
= lim (F(x + ;) - F(m)) = F(z+) — F(x)

Teda pravdepodobnost nadobudnutia nejakej hodnoty z sa rovna
”skoku” distribu¢nej funkcie v tom bode. Ak je F' v tom bode spojitd, tak

P({w: ¢w) =a}) = 0
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LEBESGUOVA-
STIELTJESOVA
MIERA

Veta 50 Nech & je systém vsetkyjch intervalov tvaru {(a,b), kde a < b. Nech
F je redlna funkcia definovand na intervale (—oo, 00), neklesajica a spojitd
Zava v kazdom bode. Potom je mnoZinovd funkcia p definovand na &
rovnostou p({a,b)) = F(b) — F(a) o—aditivna.

Doékaz. *)| Predovsetkym uvézme, ze z inkluzie (a,b) C |J (a;,b;) vyplyva

i

K3

F(b) — F(a) <Y (F(b;) — F(a;)). Ak totiz vyberieme j; (i = 1,--- , k) tak, ze

=1
ac (aj17bj1) 7bj1 € (aj27bj2) s 7bj1«_1 € (ajk7bjk) be (a’jk7bjk)’ dostaneme:
F(b) = F(a) < F(bj,) — F(a;,) =

Nech teraz E = U E;, E; € &, FE; si navzijom disjunktné. Polozme
i=1
={a,b), E; = {a;,b;) (i = 1,2,--+). Nech ¢ je lubovolné kladné ¢islo. Pretoze

F je spojita zlava v bode a;, existuje také ¢; < a;, ze F(a;) — F(c;) < €27
pritom (a;, b;) C (¢, b;). Pretoze F je spojité zlava v bode b, existuje také
c<b,zec>aaF(b)— F(c) <e. Potom

<a,c> c <aab): G au 1 Loj Cz, z
1=1

Podla borelovej pokryvacej vety existuje také n, 7e

n

(a,c) C U (¢i,bi)

teda

Preto plati:
w(E) = p({a,b)) = F(b) — F(a) < F(c) = F(a) + & <

<Z cl))+5<Z(F(bi)—F(ci)+§)+5:

—E:u(mz ) + ;;+s§§:MEO+2€
=1 i=1

*)Pretoze podobny dékaz sme uz robili (iSlo vlastne o $pecidlnejsie tvrdenie - veta [71)
budeme strucnejsi.
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teda p(E) < > u(E;). Na druhej strane (ak usporiadame F1,--- , F, podla
i=1

5 ) - ) ) / .
velkosti zlava doprava Ej; ,---, E; ) mame:

pre kazdé n , teda pu(E) > > u(E;). Tym je veta dokdzana. 0

Veta 51 Nech F je lubovolnd neklesajiica funkcia spojitd zlava v kazdom bode
x € (—00,00). Potom existuje prdve jedna miera pp definovand na systéme B
vsetkych borelovskjch mnozin takd, Ze pur({a,b)) = F(b) — F(a) pre vietky
a<b

Doékaz. Opif opakujem uz skor uvedené myslienky. Oznacme znakom %
najmensi okruh nad £2. Podla vety |§| Z pozostdva so vietkych mnozin tvaru

n
U E;, kde E; € £, E; navzdjom disjunktné. Taktiez vidno, ze ak
i=1

Ee# E=\JE; =\ Fj,E;, F; € & atak E;, ako aj F; si navzajom

=1 Jj=1
disjunktné, tak > p(E;) = > u(F;). Mozeme teda definovat na % funkciu
i=1 j=1
n
(E) = > u(E;).11 je nezdpornd, I je rozsirenim funkcie u, () = 0. Navyse &z
i=1

je o—aditivna, ¢o sa dokéze tak isto, ako vo vete |8 Dokazali sme teda, ze i je
miera na okruhu Z. Podla vety [35| existuje na B = . (%) prave jedna miera,
ktora je rozsirenim [z
Mame este dokdzat, Ze existuje len jedna miera, ktord je rozsfrenim p
(definovanej na &). Ale ak v je miera na %, ktord je rozsirenim p, tak pre

n
Ecex (E=\ E;, E; € &, E; navzdjom disjunktné)

i=1

1=

n n

v(E)=>Y v(E—1i)=> u(E;) = u(E). Preto v je aj rozsirenim . A pretoze
i=1 i=1

rozsirenie [ je jediné, plati: v = pp. O

Definicia 39 Miera pup spominand vo vete |51 sa nazjva
Lebesguova-Stieltjesova miera indukovand funkciou F

Pripomenime aspon, ze Lebesguova miera je Specidlnym pripadom
Lebesguovej-Stieltjesovej miery. Je to Lebesguova-Stieltjesova miera
indukovang funkciou F(z) = x. V tomto pripade totiz mame

ur((a,h) = F(b) — Fla) =b—a

Néhodnym premennym zodpovedaji urcité distribucné funkcie a teda aj urcité
Lebesguove-Stieltjesove miery. (Pravda, nie kazd4d neklesajica funkcia spojitd
zlava je distribuénou funkciou ndhodnej premennej). Rozoberme si teraz zvlast
diskrétny a spojity pripad.

[ee]

Veta 52 Nech > p; je konvergentny rad nezdpornych éisiel, {x;},-, je
i=1

lubovolnd prostd postupnost rdlnych &isiel. PoloZme:

F(x) = sz'

x;<x

Potom je funkcia F' neklesajica a spojitd zlava.
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Dékaz. Nech z < y. Potom F(y) — F(z) = . p; >0, teda F(y) > F(x).
r<z;<y

Nech z je teraz pevné, dokdzeme, ze F je spojitd v bode x zlava. Nech ¢ je

Tubovolné kladné ¢islo. Pretoze rad > p; je konvergentny, existuje také n, ze

(o ]

> < e. Vezmime § > 0 tak, aby sa v intervale (x — §, z) nenachddzalo ziadne

i=n

z ¢isiel 1, -+ ,2,—1. Potom pre y =€ (z — §, ) je

F(z) - Fly)= Y pi<zpi<€

y<z;<z

Veta 53 Nech f je (lebesquovsky) integrovatelnd nezdpornd funkcia na
(—00,0). Potom funkcia F definovand vztahom

Flz) = / F(t)dt

je neklesajica a spojitd zlava.

Dékaz. Stadf si rozmysliet spojitost. Nech z,, /2 Polozme
E, = (—00,xy,) (n=1,2,---). Potom

E,CE,t1(n=1,2,---), U = (—o0,z). Preto podla Vetya Vetyplati:

F(z) = / f)dt = lim / f(t)dt = lim / f()dt = lim F(x,,)
o En —o0

Z predchadzajtceho paragrafu ndm zostdva este dokazat opak vety K
tomuto dokazu sme potrebovali existenciu Lebsguovej-Stieltjesovej miery.

Veta 54 Nech F je neklesajica a spojitd zlava (v kazZdom bode) funkcia,
F(—o00) =0, F(c0) = 1. Potom existuje takd ndhodnd premennd &, Ze F je jej
distribucnd funkcia.

Dokaz. Nech Q = (—o00,00),.7 je systém vsetkych borelovskych mnozin |
P = pr je Lebesguova-Stieltjesova miera indukovana funkciou F'. Dokazeme,
7e P je pravdepodobnost. Skutoéne:

prp(Q) = lim pp((—n,n)) =
= lim (F(n) — F(-n)) = F(c0) — F(—c0) =1

Teda (2, .7, ur) je prevdepodobnostny priestor.

Definujme teraz na 2 ndhodnt premenni € vzfahom £(w) = w. € je zrejme
nahodn4 premennd, lebo ak E je borelovskd mnozina, tak é~1(E) = E je tiez
borelovska, teda patri do ..

Nech G je distribu¢nd funkcia ndhodnej premennej £, potom

G(z) = P(67((~o0,2))) = P((—o0,)) =
= pp((~00,2)) = lm_pp((z —n,z)) =

= lim (F(z)— F(z —n)) = F(z) — F(—) = F(x)

n— oo

Z toho vyplyva, ze F' je distribu¢na funkcia ndhodnej premennej & O
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LEBESGUOV-
STIELTJESOV
INTEGRAL

Definicia 40 Nech F neklesajiica funkcia spojitd zlava v kazdom bode, ur je
Lebesguova-Stieltjesova miera indukovand funkciou F. Potom integrdl [ fdup
nazijvame Lebesguovim-Stieltjesoviim integrdlom (podla funkcie F) a
oznacujeme tieZ znakmi

oo

[ 1ar = [ f@nr@ = [ raare

Dalej definujeme:

ZNFzéme’

Poznamenajme, Ze lebesguov integrdl (na priamke) je Specidlnym pripadom
Lebesguovho-Stieltjesovho, pretoze Lebesguova miera je $pecidlnym pripadom
Lebesguovej-Stieltjesovej. Na druhej strane Lebesguov-Stieltjesov integral je
§pecidlnym pripadom abstraktného integralu (podla miery p), preto nebudeme
zv14st uvadzat jeho vlastnosti.

Ukéazeme iba ako sa Lebesguov-Stieltjesov integral vypocita v niektorych
Specidlnych pripadoch.

Veta 55 Ak funkcia F je definovand prdave tak ako vo vete tak meratelnd
funkcia f je integrovatelnd (podla F) vtedy a len vtedy, ked > f(x;)p;
absolitne konverguje a

oo

[ H@ar@ = 3 s

— 00

Dokaz. Predovsetkym uvdzme, ze up((—00,00)) = > p;. Preto
pr((—00,00) —U{ 2:}) = pr((—00,00)) — pr({z:}) = 2opi — >_pi = 0. Teda
podla vety [34] lemy [24] plati (v pripade, Ze f je integrovatelnd)

[ f@ir@ = [ p@are s [ r@dre -
—00 Ri—UJ{z:} U Az}
=Y [ f@ire) -
{z:}
=Y fledur{w}) = f@)ps

Ak je funkcia f integrovateiné, tak je integrovatelna aj |f|, odkial dostdvame,
ze [|f|dF =Y |f(z;)| pi < o0, teda rad Y f(z;)pi konverguje absolitne.
Predpokladajme teraz, ze Y f(z;)p; konverguje absolitne. Potom konverguji
aj > [T (zi)p; ay f~(z;)p;. Nech {f,},2, je postupnost jednoduchych
funkeii, f, ~ f+.
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Ak g je Tubovolnd jednoduchd funkcia, tak je integrovatelnd (podla F),
k
pretoze pup(R1) < 0o. Ak g = Y a;xg;, tak
i=1

k k
/ng =Y aipr(E) = o > p;
1=1 1=1

= T €E;

Preto

ko Fn
/fndF =3l ST p <30S i <30 )ps
=1

IjEE? =1 $j6Ein

kn

Pricom f, = > agn)XEin (zrejme 045") < fT(z;) pre z; € EI) ¢o plati pre
i=1

vietky n. Odtial vidno, ze fT je integrovatelnd. Podobne sa dokéze, 7e je

integrovatelnd funkcia f~, teda aj f. O

Veta 56 Nech F je funkcia definovand tak ako vo vete[53 Potom je g

e}
integrovatelnd (podla F) vtedy a len vtedy, ked existuje [ g(x)f(x)dz. V tom
pripade plati

oo oo

[ s@ir@) = [ g

— 00 — 00

Dékaz. Definujme najprv na systéme vsetkych borelovskych mnozin mieru p
vztahom p(E) = [ f(x)dz. Ak je E € &, teda E = (a,b), tak
E

we) = [ o= [ fae- [ s
{(a,b) (—o0,b) (—00,a)
= F(b) — F(a) = pr(E)
Podla vety [51|je vak u = pr, teda pre vietky E borelovské plati:

oo

/ xpdF = /XEdMF = ur(E) = p(E) =

— 00

:/j@mx:/xmwﬂmm
E

n
Ak je teraz g jednoduchd (a teda jednoducho integrovatelnd), g = > aixg,, Fi
i=1

disjunktné, tak

I
—
2
>

IS
&
~
&
o
8
I

Il
Q
—
&
=
—

8
S~—

[N

8

Ak je g > 0 integrovatelna, tak existuje neklesajica postupnost {gn}zoz1

jednoducho integrovatelnych funkeif takd, ze g, g a lim [ g,dF < oo.
n—oo
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Potom
7 g(x)dF(z) = lim 7ogn (x)dF(x) =
— lim 7gn<x>f<x>dx - 7 9(w) f(w)da

Posledn4 rovnost vyplyva z Beppo-Leviho vety. Sticasne sme dokézali, Ze fg je
lebesguovsky integrovatelnd. Pripad Tubovolnej integrovatelnej funkcie (podla
F) je uz teraz zrejmy.
oo

Predpokladajme naopak, ze existuje [ f(z)g(z)dz. KId¢ovym je tu pripad

—o00
g > 0. Vtedy vezmeme postupnost {g,} -, jednoduchych funkcif taku, ze
gn /' g. Pretoze f >0, je gof / gf, teda podla Beppo-Leviho vety je:

lim 7gn<x>dF<x> — lim 79n(9€)f($)dx - 7g(x)f(w)dx

Odtial vyplyva, Ze g je integrovatelnd (podla F) a plati:

7g(x)dF(x) = 79@)#1? = lim 7gn(x),up =
= lim fgn(x)dF(x) = 7 g(z) f(x)dx

Vo vieobecnom pripade pouZzijeme tu skutoénost, Ze ak je intgrovatelna
funkcia fg, tak su inegrovatelné aj (fg)+ = fgt a (fg)” = fg~. Detaily tu
nebudeme uvadzat O
Predchadzajica veta ma "nézorny”tvar, ak je funkcia f spojitd. V tom

pripade F'(z) = f(z), F(z) = f F'(t)dt, teda

oo oo

[ s@1ar@ = [ g@F @

— 00 — 00

To sa trochu podobéa na substiticiu v integréli, kde tiez piSeme povedzme

z={((x),dz = {'(z)dx

Veta 57 Nech F' md ten isty vyznam ako vo vete (a teda aj vo vete @)
Potom pre lubovolni borelovski mnoZinu E plati:

[ s@ar@ = [ ga)r@)a

E E

ak aspor jedna strana md zmysel.

Dékaz. Staéf vetu [56] aplikovat na meratelni funkciu h = gxg. O

Vety [55] a [56] (pripadne [57) st jasnymi ndvodmi pre vypocty, ak je
”schodkovitd” alebo ”spojita”. Na dvoch prikladoch si ukazeme, ako
postupovat v inych pripadoch

Priklad 3 Vypocitajte
[ t@ar)
Kde f je lubovolnd integrovatelnd funkcia a a F je definovand nasledujicim
0, akx <0
sposobom: F(x) = < 2%, akx € (0,%)  Zrejme
1, ak z > %



MF(élé} =F(A4+) = F(L) =1—1 =2 Okrem toho pp((—00,0)) =0 a

(—00,0) (0.3) {3} (3:00)
_ / f(x)2xdx+f(;>j
0.3)

11
/xdF(m) /szdx + % o

Priklad 4 Vypocitajte

[ r@are)
0, akxz <0
ckde F(z) =24 Ay, ak 2 € (55,5 ) (R =0,1,2,---)  Pretoze
1, akx>1

pe({2)) = & plati:

/de_ / de+/de+Z/de+Z / fdF =

~o0,0) " l{zn} w )
> 1
-2z ) ({7 )+
nz::l 5 HE Z /
=1 1 1 & 2%
:;2n+1f<2n>+27;) 1/ f(z)dz

V oboch predoglych prikladoch mozno funkciu F' rozloZif na dve ¢asti:
schodkoviti a spojiti. Skutocne, ak polozime:

0. ak o < 1 0,akz <0
ak x < 3

F(z)=137 2 By(r)=<a% ak0<az<i
1() {%,akx>é 2() -, a T >3

1 1
1 akx >3

dostavame v 1. priklade rovnost F' = Fy 4+ Fy. V 2. priklade podobny rozklad
vyzera takto:

0,ak z <0 0,ak z <0
Fl(.’l)): 2n1+17a‘kx€ (2n+132n> FQ( ) %,ak0<1}§1
%,akx>% %,akx>1

Otézka ¢i mozno vo vieobecnosti kazdu distribuéni funkciu vyjadrit ako stcet
”schodkovitej” a ”spojitej”, je trochu komplikovanejsia. (Citatel’a odkazujeme
na literattiru: GUREVIC-SILOV, § 10, HALMOS, § 32, JARNIK, kap IX. § 3,
Loomis § 11.) Ak vsak uz taky rozklad mdme, mozeme integrovat pomocou

vztahu (veta [58)
/ FAF = inf fdF) + / FdF,

Tak v 1. priklade mame:

/xdF: /ach1 +/mdF2 - ;NF({;D +

11
2zdzr = —.
r2xdx 2

O\MH
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Veta 58 Nech p,v si miery definované na okruhu Z,\ = p+ v. Potom

/fd)\:/fdqu/fdu

ak md aspon jedna stran zmysel

Dokaz. Nech mé zmysel pravd strana. Rovnost je zrejmd, ak je f jednoduchd
funkcia. Obvyklym limitnym prechodom sa dostane pre funkcie f € Pt a teda
aj pre vietky funkcie integrovatelné (vzhladom na u a v).

Trochu opatrnejsie treba postupovat, ak vieme len to, ze existuje [ fdA.
Predovsetkym uvazme, ze A > p, A > v. Nech f € PT()), t.j. existuje takd
neklesajica postupnost { fn}zo 1 nezédpoprnych jednoducho integrovatelnych
(vzhladom na M) funkeii, Ze {f fnd/\} _, Je ohranicend a f = hm fn. Pretoze

fn st integrovatelné aj vzhladom na p mame:

0< /fndu < /fndA

teda { [ fnd,u} _, Je ohrani¢end a f € P*(u). Podobne f € P*(v) a plati:

/fd)\f lim /fnd/\f lim </ fndqu/fndy) -

= lim /fnd,u—f— lim /fnduz
— 00 n—oo

I
—
~
o
=
+
—
~
o
X

Zvysok dokazu je uz teraz zrejmy. O
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MOMENTY
NAHODNYCH
PREMENNYCH

Vratime sa opit k tedrii pravdepodobnosti. Uz sme sa stretli s jednou
charakteristikou ndhodnej premennej - distribu¢nou funkciou. Inta
charakteristiku - ¢{selnd davaji momenty.

Definicia 41 Nech £ je ndhodnd premennd definovand na
pravdepodobnostnom priestore (Q,.%, P). Ak je € integrovatelnd, tak
definujeme jej stredni hodnotu E(&) ako éislo

B(©) = [ €ap

Definicia 42 Pociatocnym k—tym momentom ndhodnej premennej &
nazyvame ¢islo

vy = B(¢F) = /gde

ak ten integrdle existuje. Nech & je integrovatelnd ndhodnd premennd. Potom
jej k—tym centrdlnym momentom nazyvame éislo

i =E((€ - BO)) = [ (€~ B@)ap
ak ten integrdl existuge.

Teraz nam pdjde o vypocet momentov pomocou distribuénej funkci, resp.
Pomocou Lebesguovho-Stieltjesovho integréalu. K tomu sformulujeme a
dokézeme trochu vSobecnejsie tvrdenie.

Definicia 43 redina funkcia g definovand na (—oo,00) sa nazgva borelovskd,
ak je B—meratelnd t.j. vtedy, ak g~(E) je borelovskd mnozina pre kazdi
borelovski mnozZinu E

Veta 59 Nech £ je ndhodnd premennd (s distribuénou funkciou F'), g
borelovskd funkcia. Potom funkcia g o & (definovand formulou
go&(w)=g(&(w))) je ndhodnd premennd a plati:

[9oear = [ g@r)

ak jeden z uvedenych integrdlov ezistuje.

Dékaz. Prvé tvrdenie vyplyva zo vzfahu (go €)' (E) = ¢~ (g~ 1(E)).
Definujme teraz mieru g na systéme vietkych borelovskych mnozin vztahom
w(E) = P(§7(E)). Lahko vidiet, Ze p sa zhoduje s mierou pp na 4, teda
1= pp. Preto

[xeogar= [xnlenio=
= /X£*1<E)(w) dw=P( () =

— u(E) = up(E) = / vudF
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teda dokazovany vztah plati pre funkcie tvaru g = xg, kde E je borelovska
mnozina. Lahko vidiet, Ze plati aj pre jednoduché (t.j. jednoducho
integrovatelné) borelovské funkcie g.

Nech g je nezdpornd borelovsks funkcia. Potom podla vety [20| existuje
neklesajica postupnost {g,},- ; jednoduchych, borelovskych funkeii takd, ze
gn /" g. Funkcie g, o € st jednoduché ndhodné premenné, g, o £ g o &. Podla
definicie, vety [30] a vety R7] plati:

/ng:lim/gndF:lim/gnofdP:/gofdP

ak vopred vieme, Ze jeden z integralov [ gdF, [ go AP existuje. Pripad
Iubovolnej funkcie g mozno spravit obvyklym spésobom. O

Veta 60 Ak je € integrovatelnd a F je jej distribucénd funkcia, tak
B(Q) = [ adr (@)

Dékaz. funkcia g definovand vztahom g(z) = z je borelovskd, preto podla
vety [59] plati:

B¢ = [ cap= [ g(€aP = [ g@ar@) = [ear@ .

Plati, pravda, ovela viac:

Veta 61 Ak £ md k—ty pociatocny moment (resp. centrdlny) moment vy,
(resp.ug) a F je jej distribucnd funkcia, tak

v = /xde(x)
Tesp.
= [ (@ B©) dF (@)
Dékaz. Pouzijeme vetu V prvom pripade je g(z) = z¥, v druhom

g(x) = (@ - B()" m

Veta 62 Ak £ je diskrétna ndhodnd premennd nadobidajica hodnoty x; s
pravdepodobnostami p;, tak

v = Z zkp; (s'pecz'a’lne E(€) = Z xipl)
pe =Y (x: — B(€)" pi
Bl
Doékaz. Vyplyva z vety [61] a O

Veta 63 Ak £ je spojitd ndhodnd premennd s hustotou f, tak
Vg = /xkf(x)dx (§pecidlne E¢) = /acf(x)dx)
i = [ (= B©) fa)da

Dokaz. Vyplyva z vety [61] a O

Pri zavadzani momentov nahodnych premennych sa ¢asto vyskytuje jedna
nedoslednost. Momenty sa obvykle definuji vztahom py, = E ((§ -F (5))’“),
E(€) sa definuje zvIast v spojitom a zvl4st v diskrétnom pripade. Pritom sa

vyjadrenie momentov aké sme uviedli vo vetach [62] a [63] povazuje za
samozrejmé, hoci by sa malo dokazovat. Osvetlime si to na priklade

5Indexy i mozu prebiehat nejaki spoéitatelnt (teda koneéni, ale aj nekoneéni) mnozinu.
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Vezmime hoci ps, a to diskrétny pripad. us je obzvlast dolezity; budeme ho
nyzyvat disperzia alebo rozptyl a oznacovat znakom o2(£); teda

o%(¢) = E((f — E(f))z) Preskimajme celkom jednoduchy ¢iselny priklad.

Nech ¢ nadobtda len dve hodnoty 1 = 1,29 = —1, ktoré si rovnako
pravdepodobné, teda p; = ps = % Maéme:

E(§) =xip1 +22p2 =0

Nahodné premenné (¢ — E(£))? = €2 nadobida jedint hodnotu 2, = 1 a to s
pravdepodobnostou pj = 1. Preto

o*(€) = B((€ - B©)*) = aiph =1
vatah pp = 3 (2 — B(€))? p; ndm déva

‘72(5) = (7 — 0)21)1 + (22 — 0)2p2 =1

Prirodzene, Ze ndm vyslo to isté, len sme chceli &itatela presvedéit o tom, Ze
vztah 02(&) = 3 (w; — E(£))? ps si vyzaduje dokaz. Pravdaze, v diskrétnom
pripade celkom jednoduchy.

CVICENIA

1. Dokézte, ze funkcia F' je v bode x( spojita vtedy a len vtedy, ak pre
kazdd postupnost {z,} -, takd, ze x,  xo plati F(zg) = lim F(z,).
n—oo

2. Podobnym sposobom ako v cvi¢eni 1 chcarekterizuje spojoitost sprava.

3. Dokézte, Ze nasledujice mnoziny su spocitatelné:
mnozina vSetkych parnyc prirodzenych Cisiel.
mnozina vSetkych celych nezapornych ¢isiel.
mnozina vSetkych celych ¢isiel.

4. Nech x; (1 =1,2,---) st lubovolné navzdjom rozne &isla, p; (i =1,2,---)
(oo}

nezdporné ¢isla, > p; = 1. Zostrojte priestor 2, c—algebru .,
i=1

prvadepodosbnost P tak, aby boli z; hodnoty nejakej ndhodnej

premennej £ definovanej na 2 a p; prislusné pravdepodobnosti.

Navod 9 Q= {1,2,3,---},.7 =22 P({z;}) = p;, £(i) = x;

5. Zostrojte ndhodnu premennt £ odpovedajicu tomuto pokusu: Hidzeme
mincou, £ nadobuida hodnoty 0,1,2,--- a P(£ =1) je pravdepodobnost
toho, ze pri i—tom hode prvykrat padne lev, P({ = 0) je zase
pravdepodobnost toho, Ze lev nikdy nepadne.

6. Dokézte, Ze nezdpornd integrovatelns funkcia f je hustotou nejakej

oo
ndhodnej premennej £ vtedy a len vtedy, ked [ f(z)dz =1

—00
7. Dokézte, ze funkcia f definovana vzfahom
1 _e-a?

fo) = — e

oV

(o > 0, a Tubovolné) je hustota ndhodnej premennej (tzv. normélne
rozdelenie).

Navod 10 Pouzit tzv. Laplaceov integrdl

/efgdx =27

Q o0
8. Dokézte, ze postupnostiam {z; =i}~ a {pi = e_)‘i.‘—,} Odpovedd
"Ji=o

ndhodnd premennd (tzv. Poissonovo rozdelenie).
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10.

11.

12.

13.

Urcte cislo ¢ tak, aby funkcia f = x5 bola hustotou ndhodne;
premennej (tzv. rovnomerné rozdelenie.). Zostrojte distribuénu funkciu.

Nech F, G su neklesajtice funkcie spojité zlava, pr, pg prislusné
Lebesguove-Stieltjesove miery, fig, jig ich ztiplnenia definované na
o—algebrach g, Sg. Zostrojte F, G také, aby Sr # .Y5.

Miery p, v su ekvivalentné, ak si definované na tej istej oc—algebre . a
plati: u(E) =0 < v(E) = 0. Njdite nutni a postacujicu podmienku na
to, aby pp, ug boli ekvivalentné.

Vyjadrite (absolitne konvergentny) nekone¢ny rad ako
Lebesguov-Stieltjesov integral.

Navod 11 Vsimnite si dokaz vety[59

Vypocitajte strednti hodnotu ndhodnej premennej ¢ nadobtudajice;j
hodnoty x,, = n s pravdepodobnostami p,, = %
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STREDNA HODNOTA
SUCINU NEZAVISLYCH
NAHODNYCH
PREMENNYCH

Udalosti F, F' st nezéavislé, ak P(ENF) = P(E) - P(F). Ndhodné premenné
&, ¢ st nezavislé, ak st nezavislé udalosti E~1(E), ("1 (F) pre lubovolné
borelovské mnoziny E, F'. Tri ndhodné premenné £, 7, ( st nezavislé, ak su
nezavislé udlaosti £~H(E),n~1(F),("1(G). Je zaujimavé, Ze na to, aby tri
ndhodné premenné boli nazévislé nastaci, aby boli nezévislé Tubovolné dve z
nich. (Pozri cvié. 1.) Tento fakt uvddzame len kvoli tiplnosti, pretoze v d’alsom
texte v celej kapitole vystaéime s nezdvislostou dvoch nadhodnych premennych.

Definicia 44 Nech F lubovolng systém ndhodnyjch premennsjch definovanyjch
na pravdepodobnostnom priestore (§2,., P). Systém F nazveme nazdvislym,
ak pre lubovolny koneény podsystém {&1,- - , &k} systému F a lubovolné
borelovské mnoziny FEn,--- , Ey plati:

P(ﬁfi‘l(Ei)) =1l P E) =
= P(&(EB) - P(&(E))

Veta 64 Ak £,n su nezdvislé, integrovatelné ndhodné premenné, tak je € -n
tieZ integrovatelnd a plati:

E(€-n)=E(€) - E(n)

Dokaz. Ak &= aixg,n= Y, Bixr, (E;resp. Fj navzdjom disjunktné )
i=1 j=1
st nezavislé, tak si nezdvislé aj lubovolné dve udalosti E;, F}, lebo
E; =& ({ai}), Fj =n'({B;}). Okrem toho
§n=> % aiBixeXxr, =>.> aiBjXe.nF; Preto
] O

En) = ZzaiﬁjP(Ei NE;) =
= ZzaiﬁjP(Ei)P(Fj) =

:<Zaip(Ei)> ZﬁjP(Fj) = E(§)E(n)

Nech &, 1 > st nezévislé a integrovatelné. Potom existuje postupnost {&,},
jednoduchych funkcif taka, ze 0 <&, 1€ a &, =Y a;xg,, kde

3
E; = ¢1E;, Ef st borelovské. To vyplyva z vety Podobn1i postupnost
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{nn},—, mozeme zostrojit pre 7. Ukédzeme, Ze &, n, s nezavislé.

P(f;1<E>)P<n;1<F>>=P<U Ez)P U A=

o; €ER B;EF
= > > P(E)P(F) =
a;€EE B;€F
= > > PENED))P@0(E)) =
a;€E B;€F
:Z ZP E* mnil(FJ)):
o, €EE B;eF
=> > PENF)=Y PlEn|]F|=
o, €E B;EF o, €EE B;EF

=P| |J En | F|=PE&"E N (F)

a; €EE B]’GF

Skutocne su teda &,,, 7, nezavislé. Preto

=lim E(&,) lim E(n,) = E(§)E(n)

Pretoze {&,m,}, -, je neklesajuca postupnost integrovatelnych funkcif a

postupnost { E(&,my,) ffnnndP} _, Je ohranicend a &,n, /* &n, funkcia &n
je integrovatelnd a plati: E(¢-n) = Tim E(&unn) = E()E(n).

Zostéva nam rozobrat pripad lubovolnych nezéavislych integrovatelnych funkeif
&, 1. Pre Iubovolni borelovskt mnozinu E plati:

. _ HEN(0,0)),ak 0 ¢ E
{w:ef(weEB}= { Y(EN(0,00)) U (=00,0)), ak 0 € E
H-E
H

o B N(—00,0)),ak 0 ¢ E
{w:¢ (w)eE}{ (—EN(—00,0))U(0,00)), ak 0 € E

(Pritom —E ={z: —x € E}.)

V kazdom pripade teda

{06 (W) B} = {w: € (W) € B}, {w: 6 (w) € B} = {w: £~ (w) € B},
pricom E*, E, si borelovské, ak len E bola borelovskd. Odtial vyplyva, ze
ndhodné premenné £+, nT resp. 1,1~ resp. £ 7,17 resp. £7,17 sd nezavislé
dokdzeme to napr. o £~,nt

Pw:& (w)e E}n{w:nt(w) e F}) =

(fw:&w) € Bfn{w:n(w) € F'}) =

(€N B) Ny H(F)) =

(N (B)) P~ (F)) =

({w: ¢ (w) e E})P({w:nT(w) € F})

Pretoze £7,67,nT, n~ st integrovatelné, podla predchadzajiceho st

integrovatelné aj ndhodné premenné ¢+ -t &t . n=, 6 -nT, 67 -7, teda aj

nahodnd premennd

En=E" =€) —n)=&"n" =& " =& 7 +£ 07 aplath:

E-n)=E¢" n")-E -n")-EE 0 )+EE n)=
=B(¢7)-EM) - E(E)-E@") - EE) Em)+EE)-En) =
= (BE(E) - EE€)) - (BE@T) —E@7)) =
= E(§)E(n)

Tym je veta dokazana. O

i
U Y9

Je zaujimavé, ze opak vety [64] neplati. Totiz ak aj E(£ - n) = E(§) - E(n),
nemusia byt este &, 1 nezdvislé (pozri cvié. 8).
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Definicia 45 Ak plati pre nejaké integrovatelné ndhodné premenné £, n
rovnost E(&-n) = E(§) - E(n), hovorime, Ze £,m st nekorelované.

Veta [64] teda hovori, Ze lubovolné dve nezdvislé integrovatelné ndhodné
premenné su nekorelované.
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ZAKON VELKYCH
CISIEL

Zakon velkych &fsiel v tej forme v akej ho uvedieme, je v podstate désledkom
vety [64]

Majme nejaki udalost E, ktorej pravdepodobnost je p. Urobme n nezavislych
pokusov a nech k je poéet pokusov, v ktorych udalost F nastala. Zakon
velkych ¢isiel hovori, ze pre dost velké n sa £ nelisi velmi od p. Teda
pravdepodobnost, Ze % sa bude 1isit od p o viac ako o nejakid pevni hodnotu
e, je pre dost velké n velmi mald. Podrobnejsie: Pre lubovolné € > 0 plati:

lim P(k—p‘ze)zo
n—oo n

Toto je zdanlivo presné formuldcia spésobend pravdepodobne tym e > 0.
Predovsetkym nie je jasné, ¢o je to k. Pretoze k je konstanta, bolo by ho treba
aspon zaradit do nejakej kategérie. Viimnime si, Ze mame do inenia s
opakujticimi sa pokusmi a uz v L. kapitole sme poukazali na pojmové tfazkosti
s tym spojené. Nebudeme vsak &itatela dalej zdrzovat, ale ukdZeme ako mozno
celi vec vyriegit.

Predpokladajme, ze méme dant postupnost {E,} -, udalosti,
P(E,)=p(n=1,2,--+), z ktorych kazdé dve si nezdvislé. Polozme

& =xg, (i=1,2,--+). Teda & mo6zu nadobudnit len dve hodnoty nulu a
jednotku.

P& =1)=P(E)=p
P =0)=POQ—-E)=1-p

Zostrojme teraz ndhodnd premennt S,, pomocou vztahu

Néhodné premenns moztfe nadobudntt celkom n + 1 hodnét: 0,1,--- ,n. Ak
S, = k, to znamena, ze pre k indexov ¢ je x € E; a pre zostavajicich n — k
indexov je z ¢ E;. To ale vystihuje nase intuitivne k, ak si predstavime
realizaciu E pri i—tom pokuse. Teda k je ndhodnd premennd. Mame teda

lim P({x: ‘S”(x)_"p >a}> =0

n—00 n
n
Pricom S, = Y xp,, E; st nezdvislé a P(E;) =p
i=1
Aby sme mohli tento vzfah zovseobecnit (a samozrejme aj dokézat, ¢o sme

doteraz neurobili), musime si eSte vyjasnit vyznam &isla np. Mdme:

E&)=1-p+0-(1-p)=p,

n

E(S,) = E(Z @-) =Y E(&) =Y _p=np
i=1 i=1 i=1
Zékon velkych éfsiel (veta[67) budeme formulovat takto:
lim P({w : ‘S”(w)_E(S”) ZE}) -0

n—o0 n
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n ’
kde S, = > & a & spliaju, prirodzene isté predpoklady.
i=1

Dékaz zékona velkych &fsiel je obsiahnuty v sérii nasledujtcich jednoduchych
tvrdeni.

Veta 65 (Cebysevova nerovnost.) Ak ¢ je ndhodnd premennd s disperziou (t.j.
druhym centrdlnym momentom) o2(&) = o2, tak pre lubovolné € > 0 plati:

0,2

P -E@)>¢e) = P({w: [((w) - E(@)| 2 €}) <

™

Doékaz. Plati:
7 =) = B((6 - B©)) = [ (6~ B(©) ap =
= [€-m@rar+ [ € merar>

A Q—A

> / (€ — B(€))’ dP,

A
kde A by mohla byt vlastne l'ubovolna udalost, ale pre nage tcely je vhodné
polozif A = {w: |{(w) — E()] > €}. Preto:
7> [(€-B©)rap= [fap—cpa)
a A

teda

[

g

P{w:|§(w) — E@E) 2 €e}) < m

Lema 29 Ak £ mad disperziu, tak

Doékaz. O spravnosti tvrdenia sa presvedéime priamym vypoctom:

o*(€) = B((€ - B©)*) = B(¢?) - 2B(E(©) + E((B©)) =
= B(&%) - 2B(9E(€) + (B(€)* EQ1)
= E(¢%) — (B9’ O
Veta 66 (Rovnost Bianeymeho). Nech &1, -+ &, si ndhodné premenné, ktoré

magi disperzie o?(&;) a ktoré si navzdjom nekorelované (t.j.
E(&&;) = E(&)E(S;) pre i # j). Potom

o’ (Z§¢> = 202(&‘)

Doékaz. Staéi dokdzat pre dve premenné &,n a potom pokracovat indukciou.
Nech teda E(¢n) = E(£)E(n) a nech existuji

0*(&) = E((€ - B©)*),0*(m) = E((n —~ E@))°). Potom

) = (B©)+E(n?) - (BE(n)” =
) +2B(¢n) + E(n?) — (B(€)* - 2B(£)E(n) — (E(n))” =

Veta 67 (Zdkon velkych cisiel.) Nech {&,}, - je postupnost navzdjom
nekorelovanych ($pecidlne napr. nezdvislych) ndhodnyjch premennych, ktoré
magii disperzie 0®(&,) a pre ktoré plati:

S N
g 206 =0
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Potom pre lubovolné kladné &islo € plati:

lim P({w;‘Sn(W)—E(Sn)

n—o0

)

kde Sn = Z §Z
i=1
Doékaz. Podla Cebysevovej nerovnosti (Veta plati:
ng({w:‘S"(w)E(S") 25}) —
n

= P({w:[Sn(w) = E(Sn)| =2 ne}) < Uzgfg)

o2(&;). Preto

P

Vsimnime si eSte, ze ak polozime §; = xg,, kde E; si nezdvislé udalosti a
P(E;) = p, tak & st nezdvislé integrovatelné ndhodné premenné s disperziami

Posledny vyraz sa podla vety

[&]
=
3
=
=
N
-
SM‘,_.
1 M=

=1

lim P({w:‘Sn(W)—E(&z)

n—00 n

o2 &) =E() — (B&)?=1-p+0-(1—p)—p* =
=p(l—-p)

Preto
1 &<, 1 1
ﬁ;U (&)= —np(1-p) = —p(1-p)

V tomto pripade st splnené predpoklady vety [67] teda skutocne

({42 ]2 ) o

CVICENIA

1. Dokazte, ze &£,n,( nie si nezavislé, hoci kazdé dve spomedzi nich si
nezavislé. Pritom &, n, ¢ su definované takto:
Q = {wo, w1, w2, w3}, P{wi}) = 1,&(wo) = £(w1) = 1,&(w2) = &(ws) =
0,n(wo) = n(wz) =1, n(w1) = n(ws) = 0,¢(wo) = ((wz) =1,{(w1) =
((w2) =0

2. Dokézte, ze ak £, n su nezdvislé, tak s nezavislé aj ||, |n|.

3. Dokézte, ze ak &, n st nezdvislé ndhodné premenné, g, h borelovské
funkcie, tak g o &, h o £ su tiez nezavislé.

4. Mnozina U C Ry = (—00,00) sa nazyva otvorend, ak je zjednotenim
lubovolného spoéitatelného systému otvorenych intervalov. Dokéizte, ze
redlna funkcia f : Ry — R; je spojitd na R; vtedy a len vtedy, ak vzor
lubovolnej otvorenej mnoZiny je otvorend mnozina.

5. Dokézte, Ze f je spojita vtedy a len vtedy, ked vzor otvoreného intervalu
je otvorend mnozina.

6. Systém vSetkych borelovskych mnozin je najmensi o—okruh nad
systémom otvorenych mnozin.

7. Na zaklade cvi¢. 5 a 6 dokazte, ze kazda funkcia spojitd na Ry je
borelovska.

8. Dokézte, ze uvedené ndhodné premenné &, n st nekorelované, hoci si
zévislé. Q = {w1,wz, w3}, P{wi}) = 3:€(w1) = —1,&(w2) = —2,&(ws) =
3,m(w1) = 1,n(wz) = 4,n(ws) = 3.
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DVOJNE INTEGRALY

Napriek tomu, Ze sme vybudovali teériu integralu vo velmi véeobecnom
zmysle, radi by sme aspon upozornili na na niektoré zvlastnosti integralov v
n—rozmernom euklidovskom priestore (obmedzime sa na euklidovski rovinu
Ry). Problematiku, ktori tu len naértneme rozoberieme dokladnejsie v dalgich
¢astiach. V tomto paragrafe chceme skor ukédzat, elementdrny pristup k
dvojnym integrdlom. Stcasne &itatel, ktory dvojné integaly nepoznd, zozndmi
sa s jednoduchym, ale dolezitym prikladom.

Bude vhodné zaviest niektoré oznacenia. Nech X,Y C R;. Znakom X x Y
oznacujeme mnozinu vietkych bodov (x,y) € Rs, pre ktoré jex € X ay €Y.
X x Y sa nazyva interval, ak si X, Y intervaly. X X Y je uzavrety interval
vtedy, ak aj X, aj Y st uzavreté intervaly.

Dvojny integrdl z nezéapornej funkcie dvoch premennych f cez mnozinu A ma
tento nazorny vyznam: Je to objem telesa, ktoré je zhora ohranicené grafom
funkcie f a ktorého ”zdkladna”je mnozina A. Presnejsie: ide o objem telesa
{(@,5.2) : (2,y) € 4,0 < 2 < f(w,y))

Nebudeme sa podrobne zaoberat definiciou dvojného (Lebesguovho) integralu.
Poznamendme len, Ze méme dve moznosti. Prva moZnost spoéiva v tom , Ze
definujeme dvojny integral ako integral podla Lebesguovej miery:

u({a,b) x {¢,d)) = (b—a) (d — c). Pravda, treba dokézat, Ze u je c—aditivna
(cvié. 23 Kap 2) a treba ju prirodzenym spésobom rozsirit na najmensi okruh
nad systémom vsetkych intervalov typu (a,b) x (¢, d). Ttuto myslienku budeme
realizovat v paragrafoch 2 a 3 v ovela vieobecnejsej forme. Pri dokazoch viak
budeme pouzivat metédy, ktoré by sa mohli zdat velmi umelé, keby sme ich
najprv ni¢im nemotivovali, napr. v euklidovskej rovine. Preto pouzijeme iny,
elementarnejsi sposob.

Obmedzime sa na pevny uzavrety interval I = (a,b) x (¢, d). Funkciu f
definovani na I nazveme jednoduchou, ak sa I d4 pisat ako zjednotenie
koneéného poctu disjunktnych intervalov Ey,--- , Ej, na kazdom z ktorych je
funkcia f konstantnd. Integral definujeme prirodzenym sposobom:

//f(a:,y)dxdy = zk: i pu(E;)
T =1

pricom E; su tie intervaly, na ktorych je f konstantnd, «; su prislusné
konstanty a p(F;) je miera (obsah) intervalu E;. Uz vieme, Ze na to, aby sme
mohli vybudovat uspokojivii teériu, musime dokézat lemu analogicki leme [f]
(resp. vete . to mozno urobit podobne ako v jednorozmernom pripade (cvic.
16 kap.4). Opét vidno, Ze tento pristup je natolko elementérny, Ze sa hodi aj
pre prvi informéciu o dovjnych integréloch. (Podrobnosti tu nebudeme
rozvadzat.)

Uz vyssie sme uviedli oznacenie, ktoré sa pouziva nielen v pripade

jednoduchych funkcif
// f(a,y)dady
I

Nasledujica veta ukazuje, akym spdsobom mozno dvojny integral prakticky
vypoéitat.

Veta 68 Nech f je funkcia integrovatelnd na intervale I = {a,b) x {(c,d).

Potom
b d

[ s wazay= [ | [ 5| ao
I a c
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Doékaz. Nech f = xg, kde E C I, E = {a1,b1) X {c1,d;) (pricom skuto¢nost,
ze E je uzavrety interval nie je podstatnd). Potom

/ / x (@, y)dady = 1u(E) = (b — a1) (dy — 1)
I

Na druhej strane

d
dl—cl,akxe <a1,b1>
y)dy =
/XE(w y)dy {07 ok z ¢ (ay. 1)

Preto
d

/XE(%y)dy = (d1 — 1) X(ay b:)

c

Teda
b

d
[| [ f@vay| do= @~ e - an
V dokaze tejto vety by d'alej bolo treba pokracovat obvyklymi limitnymi

prechodmi, ktoré predsa len nebudeme robit, pretoze dokaz by sa d’alej takmer
doslovne zhodoval s dékazom tzv. Fubiniho vety z 3. Casti. O

V "praxi”treba integrovat aj cez iné mnoZiny ako je interval, napr. cez
trojuholnik, kruh a pod.

Definicia 46 Mnozina A = {(z,y) :a <z <b,g(x) <y < h(x)} sa nazgva
elementdrna oblast, ak g, h si spojité na {(a,b),g < h. PoloZme

I ={a,b) x {c,d), kde c=ming,d = maxh

Funkciu f nazveme integrovatelnou na A, ak je na I integrovatelnd funkcia f*
definovand takto:

. _ ) f(z,y), ak (z,y) € A
f (xay) - {07 ak (x,y) ¢A

Integrdl definujeme vztahom

/ / f (2, y)dady = / / £ (2, y)dady
A I

Veta 69 Nech je funkcia f integrovatelnd na elementdrne; oblasti
A={(z,y):a <z <bg(x) <y <h(x)}. Potom

[ #wnay - /b 7)f(ar,y)dy d
A a |g(z)

Dokaz. Plati:

/ / f(,y)dady = / / £ (2 y)dady =
A I
—/b /le*(ay)dy dz =

b [ 9(@) h() d
:/ /f*(x,y)dy+ [ (z,y)dy + / [ (@, y)dy | de =
a | g(=) h()

/b _h/(w
l9(z)

Aj ked veta [69| je dost zndma, nezaskodi ak uvedieme jej aplikdciu v
nasledujicom priklade. V d’alsom texte budeme totiz potrebovat metédu,
ktora vznikla na zaklade tejto vety. O

)
[ (x,y)dy | do
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Priklad 5 Vypodcitajte [[ (z +y)dazdy, ak A je obrazec ohraniceny krivkami
A

y=azay=x+2
V tomto pripade a = —1,b = 2, g(x) = 2%, h(z) = x + 2. Preto

2 [ 242 2 R
//(x—l—y)dxdy:/ /(x+y)dy dx:/{xy-i-zé] dxr =
A Z1 Lg2 21 @?
7 244 4 4 189
+ 4x + x
— 2.9 rrarve s _ b N
/(az + 2z + 2 T > dx 20

-1

Nie je bez zaujimavosti, Ze pomocou dvojnych integrdlov mozno vypoéitat aj
obsah rovinnych dtvarov. Integral

// 1dxdy
A

je totiz objem telesa, ktorého ”zakladna”je mnozina A a ktoré je zhora
ohranicené rovinou z = 1. Objem tohto telesa sa rovna sic¢inu obsahu zakladne
a vysky, ktord sa rovnd 1. Preto [[ 1dady je obsah mnoziny A

A

Priklad 6 Vypocitajte obsah obrazca ohraniceného krivkamiy = 22 a

y=ax+ 2. Mdame:

2 r+2
P(A) :// 1dxdy:/ / ldy| dz =
A S1 Lg2
2

9
— _ 22 = -
_/(x—|—2 x)dx 5

—1

Prave uvedeny fakt, t.j. rovnost

b h(z)
P(A):// / 1dz | dz
a |g(z)

ndm poslizi k definicii miery v kartézskom sticine (v kartézskom stiéine

R; X Ry znadf obsah).

Aby v8ak nase tivahy boli celkom v poriadku, treba vediet, Ze funkcie, ktoré v
naSich vypoétoch vystupujd, si integrovatelné, teda napr., Ze je integrovatelna
Iubovolnd funkcia spojitd na elementdrnej oblasti.

Veta 70 Kazdd funkcia spojitd na elementdrnej oblasti A je integrovatelnd na

A.

Dékaz. * Nech je najprv f < 0. Rozdelme interval {(a,b) a tiez interval {(c, d)
na 2" 7rovnakych”casti E; = (x;, x;41), resp.

Fi = (Yi,Yi+1) i =0,1,--- ,2" — 1) a eSte Eon = {b}, Fon = {d}, takze

UPFE: ={a,b),UF; ={(c,d).

Pre (z,y) € E; x F; polozme:

gn(2,y) = sup{—f*(z,y) : (z,y) € E; x Fj}

Funkcie g,, st jednoduché, postupnost {g,}, -, je nerastiica. Dokdzeme, ze
—f* =limg,

¢im bude dokaz ukonéeny. Nech € je Tubovolné kladné éislo.

Uvézme, 7e A je uzavretd mnoZina, t.j. k lubovolnému bodu (z,y) ¢ A
existuje také okolie (z — §,2 4+ 0) x (y — n,y +n) bodu (z,y), ktoré je
disjunktné s mnozinou A.

Toto tvrdenie je zrejmé, ak & < a alebo & > b. Nech (z,y) lez{ ”nad” mnozinou
A, t.j. x € {a,b),y > h(xz) (podobne sa rozoberie pripad y < g(x)). Pretoze h
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je rovnomerne spojitd na {(a,b), existuje ku kladnému éislu n = %(z) také
6> 0, ze ‘tl — t2| <d= ‘h(tl) — h(t2)| <n. Nech

(u,v) € (x =,z +9) x (y —n,y+n). Potom |u — x| < J, teda

|h(u) — h(x)| < n, ¢ize

_ y+h(x)

h(u) < h(z)+n 3

=y—nm<wv

Preto (u,v) ¢ A.

1. Nech (z,y) ¢ A. Podla predchddzajiceho existuji také § > 0,1 > 0, Ze
(x—6,240) x (y—n,z+n)NA=0. Zvolme také N, aby 55* < 6, 43¢ < .
Potom existuju E;, F; z N—tého delenia tak, Ze

(x,y) € E; x Fj,(E; x F;)N A= 0. Potom ale pre n > N méme g, (z,y) =0,
teda lim g, (z,y) = —f*(z,y).

2. Nech (z,y) € A. f je rovhomerne spojita na A. Existuje teda také 6 > 0, ze
plati implikacia o((x,y), (u,v)) < § = |f(z,y) — f(u,v)| < €.

Zvolme N tak, aby uhlopriecky vsetkych intervalov N—tého delenia boli
mensie nez 6. Nech n > N, (z,y) € E; x F; (tentokrat pri n—tom deleni), a
okrem toho (z,y) € A.

Ak g, (z,y) = 0, tak na jednej strane lim g, (x,y) = 0. na druhej strane
—f*(x,y) <0 =sup—f asiucasne —f*(x,y) > 0, lebo f(z,y) < 0. Preto
—f*(x,y) = 0 aplati —f*(z,y) = lim g, (z,y).

Nech g (z,y) > 0. Potom g, (z,y) = sup {—f*(u,v) : (u,v) € AN (E; N Fj)}.
Pretoze f = f* na A a f je spojitd na uzavretej a ohrani¢enej mnozine

AN (E X E) (E = <$Z‘, $Z‘+1> ,fj = <yj, yj+1>) existuje také

(z0,y0) € AN (E; x Fy), ze gn(z0,y0) = —f(x0,50). Pretoze n > N, je
o((z,y), (o, y0)) < 9, teda plati:

lgn(z,y) — (=" (@, 9)| = [=f(20,90) + f(2,y)| < ¢

Teda aj vtedy —f*(x,y) = lim g, (z, y).
Nakoniec poznamenajme, Ze kazd4 spojitd funkcia sa dé napisat ako rozdiel
dvoch spojitych nekladnych funkcii. O

Vetu [70| mozno dokazat aj jednoduchsie, pravda, menej elementdrnym
sposobom.

Kazd4 elementdrna oblast A je uzavretd a teda borelovskd mnoizina.
(borelovské mnoziny v rovine sa definuji podobne ako na priamke. Bude to
uvedené v d'alej Gasti.) Preto sii konstantné funkcie integrovatelné na A. Dalej
kezda funkcia f spojita na A, je borelovska funkcia, pretoze

{(z,y) € A: f(z,y) < ¢} je uzavretd mnozina. Okrem toho f je ohranicend,
teda podla vety [32| integrovatelna.



SUCIN MIER

Budeme predpokladat, Ze si dané priestory miery (X,.%, u) a (Y, 7,v),
pricom ., 7 su o—algebry. Vo viésine viet budeme tiez predpokladat, ze u, v
st koneéné. (Uvedené predpoklady sa dajui inak zoslabit; sta¢i predpokladat,
ze &, st o—okruhy a u, vo—konetné miery.)

Po6jde ndm o zostrojenie miery A na vhodnej o—algebre podmnozin mnoziny
X xY, ato takej, ze \(E x F) = u(E)v(F). Teda, pdjde ndm o mieru v
rovine, ak médme mieru na priambke.

Definicia 47 Znakom .# budeme oznacovat systém vsetkyjch mnoZin tvaru
EXF, kde E E S F €. Znakom # budeme oznacovat systém vietkych

mnoZin tvaru U E;, kde n je prirodzené ¢&islo, E; € A (i=1,---,n) a

E;NE;=0(i 7”é J)
Veta 71 Z je algebra podmnoZin mnoziny X x Y.

Dékaz. Vzhladom na to, ze X X Y € .# C %, staci dokdzat, ze Z je okruh.
To dok4Zeme pomocou niekolkych tvrdeni, z ktorych niekoré st zrejmé.

1. Ak A Be Z,AnB=0,tak AUB € %.

2. Ak A, Be . #,tak ANB € . #.
Skutoéne, nechA:E1 XFl,B:EQ XFQ,El,EQ GY,Fl,Fg €.
PotomAﬂB:(ElﬂEg) X(Fl mFg)G%

3. Ak A, Be% takAmBe%’

Nech A = U E;,,B= U i By € ML F; € A, pricom mnoziny F; resp.
=1 Jj=1
F; st navzdjom disjunktné. Potom podla 1. a 2. tvrdenia plati:

AHBZOO(EZQFJ)€%

i=1j=1

4. Ak AABe #,tak A— Be X
Nech A = E; XFl,B:EQ XFQ,El,EQ GY,Fl,FQ € .7. Potom

A—B:((ElﬁEg)X(Fl—FQ))U((El—EQ)XFl)EQ

5. Ak, ABG% tak A — BE%’

Nech A = U E;,B= U i, By € M, F; € A a mnoziny v tych
i=1
zjednoteniach s dlsJunktne Potom

n m

A-B=J(E-F)ecz

i=1j=1

lebo podla 4 je E; — F; € Z, podla 3 je G; = () (E; — F}) € Z a podla
j=1

n
1 (G; C E; st navzdjom disjunktné) je A— B = |J G1 € Z.

=1

6. ABeZ#Z=AUBc%XH
Posledné tvrdenie vyplyva z rovnosti AU B = (A — B)U B a z tvrden{ 1
a b. O
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Definicia 48 Nech A C X x Y,z € X. Znakom A* budeme rozumiet mnoZinu
vSetkych y € Y, pre ktoré je (x,y) € A.

Na toto miesto sa hodi heuristicka tivaha o tom, ako sa plosny obsah
"rozumnej” podmnoziny mnoziny X x Y d4 vypoéitat pomocou dvojného resp.
dvojnasobného integralu. Podla toho, éo sme zistili v 1. éasti, by malo platit:

P(A) :// 1dxdy:/ (/ 1dy | dz =
i
— [vayanta)

kde tak v, ako aj u znaéi Lebesguovu mieru. Posledny vztah ndm posltZi na
definovanie miery v kartézskom stucine X x Y. Najprv si vSak musime
vymedzitf o—algebru "rozumnych”mnozin A, potom musime dokazat, ze v(A%)
mé zmysel, t.j., ze A® € Z a napokon, ze funkcia f : X — R; deifnovana
vztahom f(x) = v(A%) je p—integrovatelna.

Definicia 49 Znakom . x F budeme oznacoval najmensi o—okruh (%)
nad okruhom Z%.

Veta 72 Nech Ae ¥ x T,z € X. Potom A* € 7.

Doékaz. Polozme % ={Ae€ ¥ x T : A" € T}.

Predovsetkym uvazme, ze # O #. Nech A=E X F € #, t.j.

Ec.” F e .7.Potom A* = F v pripade, Ze x € E resp. A* = () v pripade, Ze
x ¢ E.V kazdom pripade je teda A* € 7. O

Veta 73 Nech A € ¥ x 7. Na mnoZine X definujme funkciu fa vztahom
fa(z) = v(A®). Potom, ak v je konecnd miera, fa je meratelnd (vzhladom na
). Ak je aj u konecénd, je fa integrovatelnd.

Dokaz. Polozme:
H ={Ae.S X T : fajemeratelnd} .

1. X > Z.
Ak Fe S Fe J,A=FEXF,tak fa =v(F)xg. Ak teda

A= |J (E; x F;),kde E; € &, F; € 7 (i=1,--- ,n) amnoziny v
i=1

zjednotenia su navzjajom disjunktné, mame:

o

= ZV(Fi)XEi (z)

(Bi x E-)) ) = > v((BEix F)") =
i=1

iC-

kde fa je .¥—jednoduch4, teda tym skoér meratelna.

2. ¢ je monoténny systém (pozri definiciu , t.j.
E., F,e X,E, CFEp1,F, D F,i1(n=1,2,---) implikuje
E=UE exX,F=(F,ex
i=1 n=1

Dokézme napr. druhy vzfah. Plati:

n—oo

fr(z) = v(ﬂ Fi’f) = lim v(F}) = lim fp, ()

n=1

Teda fr ako limita postupnosti meratelnych funkcif je meratelnd
funkcia, teda F' € . (VSimnime si, Ze prave v tejto casti vyuzivajic
polospojitost zhora, sme pouZili koneénost miery v.)
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3. Z toho, ¢o sme dokézali vyplyva, ze £ obsahuje najmensi monoténny
systém . (Z) nad systémom Z. Pretoze najmensi monoténny systém
nad okruhom sa rovnd najmensiemu o—okruhu nad okruhom (pozri lemu

13), mame # > M (R) = S (B) =S x T

Nech p je koneénd miera. f4 je meratelnd funkcia, pre ktort plati:
0 < fa <v(Y). Pretoze p je konetnd, je konstantnd funkcia v(Y")
integrovatelnd, teda je ntegrovatelnd aj funkcia fa. O

Veta 74 Nech p,v si koneéné miery. Definujme na mnozZine . X 7 funkciu
i x v vztahom

poxo) = [ fadn = [ v(a7)duta)
Potom p X v je miera na . X 7, pricom
1 x v(E x F) = p(E)(F)
pre vietky E € & F € .

Dékaz. Zrejme px v >0,uXxv(@) =0. Nech 4, € ¥ X T (n=1,2,---),a,
st navzajom disjunktné. Potom

X I/(UAn> = /V(UAi)dﬂ(I) =
—/i%%@@)
n=1

Teraz moézeme pouzit Beppo-Leviho vetu na neklesjiicu postupnost funkeii

n
>~ v(AF), ktorych integrély st nezaporné a ohranicené zhora ¢islom
i=1

/ i::l v(A%)du(x). Preto

X V(U An) = Z/V(Aii)du(x) = > pxv(Ay)
n=1 n=1 n=1
Napokon nech E € ., F € 7. Potom
uxvE X F = /I/((E x F)*)du(x) =
— [ vP)xe@)duta) = (Fu(e) .

Veta 75 Nech (X, %, u),(Y,T,v) si priestory s mierou, &, T o—algebry,
W, v koneéné miery potom na mnoZine ¥ X 7 existuje prdave jedna miera \
taka, Ze

AE x F) = u(E)v(F)

pre lubovolné E € &  F € 7.

Dékaz. Existencia takej miery vyplyva z vety [74] Nech ), s¢ st dve miery
n

spliiujice podmienky vety, Ac Z, A= (E; X F;),E; € Y, F; € T a
i=1

mnoziny F; X F; su navzajom disjunktné. Potom

MA) =D ME x Fy) =Y w(E)v(F) =
i=1

i=1

= >~ (B x F) = (A)

Ako vidno A, > si konecné miery na . x .7 zhodujtice sa na okruhu Z. Preto
AA) = #(A) pre vietky A € S (#) =/ x T |
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FUBINIHO VETA

Veta 76 Nech (X, ., u),(Y,T,v) si priestory s mierou, ./, T o—algebry,
i, v koneéné miery. Nech funkcia f: X xY — Ry je pu X v—integrovatelnd
funkcia. Potom funkcia f*:Y — Ry (z € X) definovand vztahom

fx(y) = f(x,y)

je v— integrovatelnd pre u—skoro vietky x a funkcia g : X — Ry definovand
vztahom
x) = / fodv
Y

je u—integrovatelnd a plati:

XX/ fd,uxzx—/gdu:
zz)!fxyw/ dpu(z)

Dokaz.

1. Nech f = xg. Potom f*(y) = xp(z,y) = xg=(y), teda f* = xg-. Z
rovnosti [ f*dv = v(E®) potom vyplyva:

/fdu xv=pxv(E)= /V(Em)d,u(aj) =

— [ | [ o] autw
X Y

teda veta plati pre charakteristické funkcie.

n
2. Ked f =Y aixg, stacl pouzit predchadzajici vysledok a linedrnost
i=1
integralu:

/fdMXVZZOéi/XEldMXVZ

XxXY XxXY

- Zo‘i/ /XEfdl/- dp(z) =
X Ly |

:)Z _ZaiJXE;‘dV_ du(z) =

X/_y/zoéz‘XEgdy dp(z) =

! !Fw<mw
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3. Nech f je nezdpornd integrovatelnd funkcia, {f,} -, neklesajtica
postupnost jednoducho integrovatelnych funkcii taka, ze
fn>0,f=limf, a

/ fdp x v =lim / Fodp x V:hm/ /fffdy du(z)
X Y

XxXY XxXY
Polozme najprv g,(z) = [ fZdv. Potom {g,},., je neklesjica
Y
postupnost integrovatelnych funkcif, lim [ g,dp = [ fdu x v < oo,
X

XxXY
teda lim g,, je u—integrovatelnd funkcia a plati:

/fduxyzlim/gnd,u:
X

XY
= / lim Y/ Frdv | du(z)

X

PretoZe lim g,, je integrovatelnd, je pu—skoro viade

lim g, (x) = lim/fffdy < 00
Y

Znakom A ozna¢me mnozinu tych z, pre ktoré je lim g, (z) < co. Potom
podla Beppo-Leviho vety plati:

/limgnd/i:/ lim/f;fdl/ du(z) =
L v i

X A

-

/ lim fodv | dp(z) =

LY J

:k/ /limf;fdl/ dp(z) =

LY J
[ v duta) =
LY

I
—

Zvysok dokazu je formalny:

/fduxuz/f+duxu—/f_duxuz

:/ / (fH)" av du(x)—/ /(f—)””dv du(z) =
:/ / (f+)“/’duf/(f*)mdv du(z) =

[ =y o -

I
M—

:Y
[ rrav| duta)
LY

I
Mo—



NAHODNY VEKTOR

Ukézme aspon pre ilustraciu, ako mozno vysledky tykajice sa sic¢inu mier
aplikovat v tedrii prvdepodobnosti. Za tym tcelom zavedieme najprv pojem
nahodného vektora a s nim suvisiaci pojem borelovskej mnoziny v rovine.
Pretoze budeme musiet rozligit borelovské mnoZiny na priamke a v rovine,
oznac¢me prvé znakom %, druhé znakom %,

Definicia 50 Ndhodnyg vektor T je dvojica nahodnych premennych; T je teda
zobrazenie z Q) do Ra

Definicia 51 Systém By vsetkych borelovskych mnozin v rovine je nejmensi
o—okruh nad systémom P = {{(a,b) x (¢,d) : a < b,c < d}, teda
By = S (P)

Veta 77 Nech %, = S (P) je systém vietkych borelovskijch mnoZin na
priamke, Bo = S (Ps) systém vsetkijch borelovskgch mnoZin v rovine. Potom
By = B x B t.j. By je najmensi o—okruh nad systémom
tﬂz{EXFZEE%l,FE%l}

Doékaz. %, x B, je o—okruh. Zrejme B x B, D M D P5. Preto
B X $B1 D y(gg) = Bs.
Aby sme dokdzali opa¢ni inkliziu, vezmime najprv pevne E € & a uvazujme
systém
H ={FeB:EXFec B}

Ak F e Py, tak E X F € &5 C P, teda F € & . Dokazali sme teda, ze
Py C K. Pretoze A je o—okruh (dokézte podrobne; tak isto d'alsie
tvrdenia), je A& D S (P1) = %.
Teda ak F' € B, E € P, tak E x F € $B5. Vyberme teraz pevne F' € % a
polozme:

$={E€<@1:EXF€<@2}

Ak E € &, tak podla predchidzajiceho E x F' € %5, teda E € Z. Vidime
teda, ze £ D P;. Pretoze £ je o—okruh, plati inkluzia ¥ O () = %,
teda

EFe%B = EXFe%PB,

Posledna implikacia znamena tiez to, ze M C %>, teda
By x By = S (M) C B .

Veta 78 Nech (2,7, P) je pravdepodobnostny priestor. Zobrazenie
T = (&,1) : Q — Ry je ndhodny vektor vtedy a len vtedy, ked T~(E) € .7 pre
vietky £ € HBs.

Doékaz. Nech T je ndhodny vektor. Polozme:
H ={Eec % :T ' (E)e.s}
Ak E=F xG,F,G € %, tak £ 1(F) € 7, n7Y(G) € .7, teda

THE)={w: (§w)nw) € Fx G} =
={w:fw)eF}N{w:nw)eG}=
=N (PN HG) e

Teda & D M. Pretoze # je o—okruh, je & D S (M) = PBs, teda
T~Y(E) = .% pre vietky E € %s.
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Naopak, nech T~1(E) € . pre vietky E € %,. Nech F,G € ;. Polozme:
H=FxR,K=R xG
Potom H, K € %, teda

EHE)={w:fw) e F} =

)
)

={w:¢(w) € Fn(w) € R} =
={w:Tw)eH} =T H) e ¥
a podobne
NG =T K)e.s
Teda &n st ndhodné premenné. O

Veta 79 Nech T = (&,n) je ndhodny vektor. Definujme na %, funkcie Pe, P,
vzt ahmi

Pe(E) = P(eU(E)), Py (n~'(E))

a na Py funkciu Pr vztahom
Pr(E) = P(T"Y(E))

Potom si funkcie Pe, Py, Pr prevdepodobnosti. ndhodné premenné &,m su
nezdvislé vtedy a len vtedy, ked’

Pr=P; x P,

Dékaz. Tvrdenie o tom, ze Pe, P, Pr st pravdepodobnosti je zrejmé. Nech

&, st nezavislé ndhodné premenné. Miera Pr je definovana na systéme
By = B x %B,. Nech E F e %1 . Potom

Pr(ExF)=P(I"(ExF)) =P (B)ny ' (F)) =
= P(&H(B)P(n~(F)) = Pe(E)Py(F)
Teda Pr je miera na %, x %1, pre ktoru plati
Pr(E x F) = Pi(E)P,(F)

pre vietky E, F € ;. Preto Pr je si¢inom mier P, P,.
Naopak, nech Pr = Pr x P,. Potom

P(EUE))P(n~ (F)) = Pe(E)P,y(F) =
=Pr(ExF)=P(T"Y(ExF))=P((E)ynn " (F))

Teda &, st nezavislé. O

Veta 80 Nech &,7 st nezdvislé ndhodné premenné. Nech Fy resp. Fy resp. F
st distribucné funkcie ndhodnych premenngch & resp. n resp. € +n. Potom

F(z) = / Fi(z - y)dFa(y)

Doékaz. Podla definicie
F(u) = P({w: {(w) +n(w) <u}) =
=P({w: ({(w),n(w)) € A})

kde A ={(z,y) : * + y < u}. Zrejme A* = (—o0,u — z). Okrem toho ndhodné
premenné &, n su nezdvislé. Preto Pr = P: x P, a plati:

@

Fu) = Pp(A) = A/ 1Py = / / 1dP,(y)| dPe(z) =

u—x

:/ /1dP7,(y) dPg(x)Z/Fz(u—x)dFl(x)

— 00

Pretoze £ + 1 =n+ &, plati tiez

Flu) = / Fy(u — 2)dF(z) o



BERNOULLIHO SCHEMA

Zavedieme Bernoulliho schémy pre nekoneény pocet suradnic x,,. Doteraz sme
pod pojmom Bernoulliho schéma rozumeli priestor X vsetkych n—tic nul a
jednotiek, systém . vietkych podmnozin X a pravdepodobnost P definovani
"nezavislym”sposobom. Teraz vsak urobime zovseobecnenie, ktoré bude
spo¢ivat v tom, Ze namiesto dvoch hodnét pripustime konenéyc poéet hodnot,
napr. k hodnét: 0,1,--- Jk—1

Definicia 52 Nech X = {0,1,--- ,k — 1}. Znakom X budeme oznacovat
systém vstkych postupnosti x = {xn}ff:l prvkov x, € Xo.

Definicia 53 Mnozina E C X sa nazijva elementdrny cylinder, ok E =)
alebo ak existuje koneénd mnozina T Prirodzenych éisiel a také c¢isla
k,eXo(ieT), ze

E={x:xz;,—k; pre vetky i € T}
Zjednotenie konecného poctu navzdjom disjunkinych elementdrnych cylindrov

sa nazyva cylinder. Systém vsektych cylindrov oznacime znakom €, systém
vsetkych elementdarnych cylindrov znakom .

Veta 81 € je algebra.

k—1
Dokaz. Najprv uvdzme, ze X = |J {z: 2z =i} € €. Okrem toho je zrejmé,
i=0

7e € je uzavrety vzhladom na zjedontenia navzajom disjunktnych mnozin.
Nech A,Be 6y, A={x:2z;=k;,i €T},B={x:2; =my,i €S} Ak existuje
také i € T NS, ze k; #my, tak AN B = () € 6. V opa¢nom pripade m; = k;
pre vSetky i € T'N S a méme:

ANB={z:x;=kiprei € T,x; =m; prei € S—T} € 6.

Dokézali sme teda, ze 6, je uzavrety vzhladom na prieniky. Dalej plati:

B ={z:z;=micS}) = (m{xmz:ml}) =
€S
:U{x:xi#mi}:
€S
U {z:z;,=n;1€8} ¥

ng 7 my
i€ S

Teda B€ %y = B' =%.

Nech A,Be€ ¥¢,A= |J A;;,B= | B, A, resp. B; st najvzijom disjunktné
i=1 j=1
prvky z %5. Potom

AnB=JJAinB) €7,
i=1j=1
teda A, B¢ =ANBc%.
Ak st teda A,B € ¢,B = |J By, B; € 6y, B; navzdjom disjunktné, tak
i=1

J=

A-B=((AnB))e%

j=1
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Tym sme dokdzali, ze € je uzavrety vzhladom na rozdiely. Uzavretost
vzhladom na zjednotenia vyplyva z rovnosti

AUB=AU(B-A) m|
k=1
Definicia 54 Nech po,- -+ ,pr—1 st nezdporné ¢isla, > p; = 1. Nech

i=0
E={z:2;, =k;,i €T} € 6. Potom definujeme:

E) = H Pk,
€T

Lema 30 p je aditivna mnoZinovd funkcia na 6.

Dokaz. Nech
E:{x:mi:ki,iET‘“Ej = {x;vl :k”,ZGT]}(j: 1,--- ,TL). Nech Ej su
n n
navzéjom disjunktné a |J E; = E. Polozme S = |J T}, takze
j=1 j=1
TcST;cS(j=1,---,n). Znakom A oznac¢me systém vsetkych
elementarnych cylindrov typu

{ZL’Z.’Ei:ki,iGT,.’Ei:li,iGS—T}

Pre rozne [; dostdvame rozne elementarne cylindre, teda rozne prvky systému
A. Cisla k; st pritom pevné. Miera takého cylindra je ¢islo

H Drk; H pi;

ieT  jeS-T
Podobne nech A, je systém vsetkych cylindrov tvaru
{.Z‘ T = k;,l S Tj,l‘i =11 € S—Tj}

Nech S — T pozostava z m prvkov. Potom

k=1 k-1 -
2 HEI=2 - Z [Iw 1. =
FeA 1=012=0 m=01€T j=1
:H ki '1=H(E)
€T

(Pozri lemu[1]) Podobne

FeA;

n
Napokon uvazme, ze |J A; = A, pricom A; s navzijom disjunktné. Preto

FeA j=1 FeA, j=1 |

Lema, [30| umoziiuje definovat prirodzenym spésobom mieru na %. Nech
n m

Ec¥¢,E=\J E;= U F;,E;, Fj € 6y, E; resp. F; st navzdjom disjunktné.
i=1

= j=1
Potom
n n m m n m
Zu(Eazzz (BN Fy) =3 > n(EinF) = p(F)
i=1 i=1 j=1 j=11i=1 J=1

n
Definicia 55 Nech E € ¢,E = |J E;, E; € €, E; navzdjom disjunktné potom
=1

definujeme:
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Vsvetlime si teraz pojem T —cylindra, ktory pouzijeme v nasledujicej leme
Ec %6y, E={x:x;=k;iecS},S konetnd mnozina. E sa nazyva

T—cylindrom, ak S C T. Mnozina FE € €, kde E = |J E;, F; € %y sa nazyva
i=1

T—cylindrom, ak st T'—cylindrami vsetky FE;.

Lema 31 Nech E je T—cylinder. Nech x; = y; pre vSetky i € T a nech
{z;};2, € E. Potom aj {y;};=, € E.

Doékaz. Predpokladajme najprv, ze E = {z:x; = k;,i € S} € €, SCT.

Pretoze {z;};,, plati x; = k; pre vSetky i, ale aj y; = x; = k; pre i € S. Preto
. [e%)

aj {yi},2, € E.

Nech E€c ¢, E= J E;,E; €6 (j=1,---,n). Ak {z;},2, € E, tak existuje
j=1
index j, pre ktory {xl}fil € E;. Podla predpokladu E; je T—cylinder, teda

{yi}sey € E; C E. |

Veta 82 u je miera na 6.

Dokaz. E| u je aditivna (¢o sa Tahko dokdze na zdklade lemy , nezaporna,
definovand na algebre (veta[81)). Teraz dokdzeme, Ze je polospojitd zhora v
prazdnej mnozine, t.j.

Ey o Bty En €6 (n=1,2,---), (] En =0 = limu(E,) = 0. Této
vlastnost je zrejme ekvivalentn4 s iﬁlelt

W(En)>e>0(n=1,2),Fn> Enp1,En €€ (n=1,2--)= (] En#0.
Nech teda existuje € > 0, pre ktoré "

w(En) >¢e,Ey D Epy1, B €6 (n=1,2,---). Mame dokdzat, Ze ﬁ E, #0.

n=1
Z nerovnosti u(E,) > € vyuzijeme len to, ze E, # 0 (n=1,2,---). Nech
z" € By, z, = {2?'};2,. Utvorme schému

1.1 .1 1
{ml’x27x3,...’xi’...}eE1
2 .2 2 2
{x17x271'3,...’$i’...}€E2
3 .3 .3 3
{xl,xQ,x?’,-u ,1:1-,~-~} € Ej
n n n n
{x1,$27x3’...7xi,...}eEn

Vsimnime si prvy stipec v tejto schéme, teda postupnost {z}2 . Cleny tejto
postupnosti si prvky kone¢nej mnoziny {0,1,--- ,k — 1}. Preto existuje prvok
z1 €{0,1,--- ,k — 1}, ktory sa v postupnosti {2}~ , vyskytuje nekkonecne
velakrat. Z postupnosti {z%},> , (druhy stfpec) vyberme len tie prvky %, pre
ktoré 2 = x1. Takychto prvkov je nekone¢ne vela. Preto exsituje taky prvok

xo € {0,1,--  k — 1}, Ze 21 = x1, 2% = x2 pre nekoneéne vela indexov n. Je
. s~ ~ o) Y o0
zrejmé, ze takto mozno zostrojit postupnost {z;},~, = {z1, 22, -~ , 24, - },

ktorej ¢leny si prvky mnoziny {0,1,--- ,k — 1} a o ktorej plati: Pre kazdé ¢
existuje nekoneéne vela takych indexov n, Ze sti¢asne
TP = T1,T5 = Ta, -, TY = Ty
o0 o0
Dokdzeme, ze {z;};-; € (| E,. Tym bude dokdzané, ze ()| # 0. Nech E,, je
n=1 n=1

T —cylinder; zvolme i tak, aby T' C {1,2,--- ,i}. Dalej zvolme m > n tak, aby

m m m
Il 2.1‘1,.2?2 :ZL‘27"' ,J}

i =%

Podla predpokladu
{x;n‘,xgn”... 71"?’.” 73’;?’.1;;11’...} c Em CEn
Pretoze E,, je T—cylinder a x; = 27" pre vietky i € T, podla lemy [31| plat{:

{2, ={z1, @i, xig1, -} € B,

6 Autorom tohto dékazu je doc. RNDr. T. Neubrunn
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pre kazdé n, ¢o aj bolo treba dokézat.
Podla cvié. 2 kap. 2 u je o—aditivna. Ostatne, dokaz je velmi jednoduchy.
(oo}

Nech F= | F,,F,F, € ¥ (n=1,2,---), F, st navzdjom disjunktné.

n=1

Polozme F,, = F — |J F;. Potom
i=1

1=

E,€e€¢,E,DFE,t1(n=1,2,---), J En, = 0. Preto

CVICENIA
1. Dokazte, (JE,)" =UE%, (NE.)" =NE: (E—F)" = E* — F*.

2. Nech 7 je o—algebra podmnozin mnoziny
Y, # ={ECX xY:EreJ}. Dokézte, ze X je c—algebra.

3. Nech f: X xY — Ry je meratelnd funkcia vzhladom na .¥ x .7. Potom
je funkcia f* definované vzfahom f®(y) = f(x,y) meratelna vzhladom
na 7. Dokézte.

4. Vypocitajte dvojny integral

// (x2 + y2) dzdy,

ak D je ohrani¢end krivkami z = y2,y =z — 2.

5. Nech %, %> su okruhy, 7 (%#1),.- (%2) najmensie c—okruhy nad %,
resp. Zo. Potom (%) x . (%#2) je najmensi o —okruh nad systémom
{EXF:EE%MFE%Q}.

6. Nech (X,.7, 1) je priestor miery, T : X — Y. Ak
U ={ECY :T7'(E) €.}, tak % je c—okruh. Dokdite, ze ak na %
definujeme funkciu v vztahom v(E) = p(T~'(E)), tak v je miera.
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